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Introduction générale

Un systéme informatique dont le fonctionnement ne dépend pas seulement des résultats produits
mais aussi des instants auxquels ces résultats sont produits est qualifié par le terme générique de
systéme temps-réel [103]. Cette définition est trés générale. Parmi les spécificités de ces systémes, on
reconnait généralement leur besoin de réactivité et de ponctualité. La rapidité n’est pas recherchée
en temps-réel, par contre le systéme doit toujours réagir & temps. Pour assurer cette propriété,
leur comportement doit étre prévisible. Les systémes temps-réel sont surtout utilisés pour controler
des appareils autonomes plus ou moins critiques. On les retrouve dans les hautes technologies (par
exemple, ’aérospatiale, le controle de centrale nucléaire), et aussi au quotidien (par exemple, la
téléphonie mobile, ’automobile).

Systémes temps-réel. Les systémes informatiques temps-réel sont décomposés en plusieurs
taches associées & des traitements particuliers. Ces traitements sont généralement déclenchés par
des événements. En fonction de la fréquence de ces événements, on distingue plusieurs types de
taches. Nos travaux concernent principalement les taches périodiques ordonnancées sur une ar-
chitecture multiprocesseur. Pour garantir la réactivité d’'un systéme temps-réel, on impose des
échéances temporelles aux taches : une fois activée par 'occurrence d’'un événement, une tache
dispose d’une durée limitée pour effectuer le traitement qui lui est associé. En conséquence, I’ordre
selon lequel les taches sont exécutées est primordial. Pour déterminer un ordre permettant de ga-
rantir le respect de toutes les échéances, on utilise une politique d’ordonnancement en-ligne qui
attribue une priorité & chaque tache. Celle dont la priorité est la plus élevée est alors choisie par
I’algorithme pour étre exécutée. On distingue généralement deux types de politiques d’ordonnan-
cement : celles & priorités fixes, et celles & priorités dynamiques. Les mécanismes attribuant les
priorités doivent avoir une complexité faible (généralement linéaire) puisqu’ils sont exécutés fré-
quemment et en concurrence des taches constituant le systéme : le temps pris pour choisir la tache
a exécuter doit étre négligeable en comparaison de la durée d’exécution des taches.

Ordonnancement temps-réel. Les politiques d’ordonnancement ont été abondamment étu-
diées. En fonction des contraintes imposées aux systémes temps-réel, on dispose ou non de poli-
tiques d’ordonnancement optimales - i.e. dés que le systéme est ordonnancable, la politique optimale
I’ordonnance correctement. Toutefois, dés que plusieurs ressources sont partagées, il n’existe pas
de politique optimale[34], et le probléme consistant & trouver une séquence d’exécution valide est
NP-dur[13, 70, 71]. Pour ces contextes, des approches dites hors-ligne ont été développées. Une des
plus connues est sans doute celle présentée dans [9] : elle permet de trouver une configuration de
priorité fixe ordonnancant un systéme de taches dés qu’il en existe une. Toutefois, cet algorithme
n’est optimal que pour les systémes monoprocesseurs.

D’autres méthodes hors-ligne dites exactes ont été développées, elles sont basées sur des modéles
a états, par exemple automates finis [2, 3, 4, 63], réseaux de Petri [18, 45, 72|, géométrie discréte
[62, 64]. Elles reposent sur une exploration exhaustive de toutes les séquences d’exécution. En
conséquence, leur complexité est exponentielle et les rend souvent inutilisables pour des systémes
de taches de taille industrielle.

Pour obtenir une solution par un calcul de complexité polynomiale, plusieurs méthodes appro-
chées ont été élaborées. Elles reposent généralement sur la descente de gradient, le recuit simulé, la
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méthode taboue, les algorithmes génériques, ou encore les processus de décision markoviens. Elles
ont déja été appliquées avec succés au probléme de l’allocation de fréquence [53, 54] et & celui de la
planification de trajectoire en robotique [65]. A notre connaissance, seuls les algorithmes génétiques
ont été appliqués a ordonnancement des systémes temps-réel [87].

Validation des systémes temps-réel. Avant d’exploiter un systéme temps-réel, on doit ga-
rantir qu’il respecte les contraintes temporelles imposées par sa spécification : c’est ’étape de
validation. De nombreuses méthodes ont été élaborées pour répondre & cet objectif. Dans certains
cas, on dispose de conditions analytiques permettant de garantir le comportement d’un systéme
temps-réel. Elles sont généralement de faible complexité (polynomiale), mais aussi pessimistes dans
le sens ou elles ne sont que suffisantes : elles peuvent ne pas étre satisfaites bien que le systéme
soit valide. Lorsqu’aucune condition analytique ne permet de garantir le bon fonctionnement d’un
systéme temps-réel, on est généralement amené i effectuer une simulation. Cette approche est sou-
vent utilisée, cependant elle n’est pas exempte de défauts. Par exemple, les simulations permettent
de valider un certain nombre de situations, mais elles ne permettent généralement pas de garantir
4 100% le fonctionnement d’un systéme temps-réel. Toutefois, elles constituent un outil intéressant
pour étudier le comportement d’un systéme de taches.

La durée de vie d’un systéme temps-réel est généralement considérée comme infinie. Toutefois,
on ne peut pas réaliser de simulations de durée infinie. Pour étudier un systéme temps-réel, on
doit donc déterminer un intervalle d’étude, c’est-a-dire un intervalle temporel représentatif de
I’ensemble de la vie d’un systéme temps-réel. Ces intervalles ont été beaucoup étudiés. En contexte
monoprocesseur, on dispose d’une borne de la durée de simulation nécessaire, on peut donc effectuer
une simulation pour étudier ce type de systémes. En contexte multiprocesseur, seuls les politiques
d’ordonnancement a priorités fixes ont été étudiées jusqu’a maintenant [22, 24, 25].

Diagnostic des systémes temps-réel. Le respect des échéances des taches permet de garantir
que le systéme temps-réel est réactif. Cette propriété est indispensable puisqu’elle assure qu’il évolue
a la vitesse du systéme controlé. Cependant, d’autres propriétés portant sur le fonctionnement d’un
systéme temps-réel sont importantes, elles constituent la qualité de service (QoS) fournie par le
systéme. Par exemple, on peut chercher a minimiser la gigue : cela permet d’assurer la régularité
de certains traitements périodiques. L’étude de la qualité de service est importante dans le cadre
du temps-réel souple - i.e. le dépassement d’une échéance n’entraine pas de conséquence grave
pour le systéme controlé. Par exemple, elle est trés utilisée pour caractériser les performances des
transferts d’informations multimédias dans les réseaux informatiques.

Lorsqu’un systéme de taches n’est pas ordonnancable, on peut réagir de différentes maniéres.
Par exemple, on peut augmenter la puissance de traitement du systéme informatique hébergeant le
systéme de taches. Toutefois, en fonction des contraintes financiéres ou énergétiques, cette solution
n’est pas toujours envisageable. On peut aussi modifier la spécification ou la conception du systéme
temps-réel. Dans ce cas, les informations que ’on peut fournir au concepteur du systéme sont alors
primordiales puisqu’elles vont guider les corrections & apporter.

Contributions. Nous avons suivi trois axes de recherche. Tout d’abord, nous avons développé
différentes méthodes attribuant des priorités aux taches de maniére & respecter les contraintes
imposées & un systéme de taches. Cette étude nous a ensuite amenés & étudier certains problémes
théoriques propres a 'ordonnancement des taches périodiques, comme par exemple la cyclicité et
la durée de montée en charge. Ce type de résultat est important en temps-réel puisqu’il permet
d’obtenir une durée d’exécution permettant I’étude du systéme temps-réel a ’aide d’une simulation.
On peut ainsi faire ressortir certaines propriétés sur la fiabilité d’un systéme temps-réel. Finalement,
nous avons mené une étude dont ’objectif est double : obtenir des informations sur la qualité de
service fournie par un systéme temps-réel, et aider le concepteur & modifier la spécification d’un
systéme temps-réel lorsque celui-ci n’est pas ordonnancable.
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Initialement, nous avons repris l’approche suivie dans [9] pour attribuer des priorités fixes aux
taches. La recherche de politique en-ligne optimale correspond & une approche généraliste : on
détermine une solution utilisable pour tous les systémes de taches. Dés que plusieurs ressources
sont partagées, une telle solution n’existe plus [34]. L’approche de [9] consiste & rechercher une
attribution des priorités propres & un systéme de taches : ses spécificités peuvent alors étre prise
en compte. Pour les systémes monoprocesseurs, elle a permis la mise en place d’une méthode op-
timale pour attribuer des priorités fixes. Cependant, il a été montré dans [6] qu’elle n’est plus
optimale dans le cas multiprocesseur. Nous avons alors recherché une autre méthode permettant
de poursuivre I’approche initiée par [9]. Aprés avoir caractérisé les relations entre les priorités des
taches propres & une séquence d’exécution donnée, nous avons établi un algorithme fournissant les
configurations de priorité fixe produisant cette méme séquence. Les séquences traitées peuvent étre
produites par n’importe quelle méthode et notamment par les méthodes hors-ligne. Notre résultat
permet ensuite de les implanter dans les exécutifs temps-réel sans utiliser de séquenceur, donc en
conservant la souplesse propre & 'ordonnancement en-ligne. En poursuivant cette approche, nous
avons aussi obtenu un algorithme permettant d’obtenir toutes les configurations de priorité fixe
valides. Il est donc optimal pour attribuer des priorités fixes pour les systémes multiprocesseurs.
En cela, il prolonge I’approche initiée par [9]. En utilisant notre algorithme, nous avons pu évaluer
expérimentalement la puissance d’ordonnancement des exécutifs temps-réel a priorités fixes. Nous
I’avons aussi comparée & celle des politiques en-ligne classiques. Nous avons constaté que 1’ordon-
nancement en priorités fixes fournit de bons résultats pour les systémes dont la charge n’est pas
trop élevée. Toutefois, ses performances s’effondrent rapidement lorsque la charge augmente.

Pour dépasser la puissance d’ordonnancement fournie par I’ordonnancement en priorités fixes,
nous avons étudié une classe de politiques d’ordonnancement présentée dans [20]. Elle se situe entre
les priorités fixes et les priorités dynamiques. On considére que la priorité d’une tache est calculée
& son activation, elle conserve ensuite cette priorité jusqu’a sa terminaison. La priorité attribuée a
une tache peut donc changer entre deux activations. Dans la suite, nous disons que les politiques
appartenant A cette classe sont & priorités fixes par instances. Ainsi définie, cette classe contient
une infinité de configurations de priorité, il n’est alors plus possible de rechercher toutes celles qui
sont valides. En outre, certaines configurations produisent des séquences d’exécution aux propriétés
surprenantes : certaines peuvent étre acycliques! Nous nous sommes donc restreints & une sous-
classe, notée PFI, en considérant que deux instances d’une méme tache et distantes d’exactement
une métapériode ont la méme priorité. Nous avons tout d’abord étudié les propriétés théoriques
de ce contexte, et nous avons montré qu’il est optimal en monoprocesseur : dés qu’un systéme
de taches est ordonnancable en monoprocesseur, alors il existe une configuration de priorité PFI
qui 'ordonnance. Ensuite, nous avons étendu & cette classe la méthode que nous avons élaborée
pour les politiques & priorités fixes. Cela nous a amenés a proposer trois algorithmes permettant
de résoudre les problémes suivants pour un systéme de taches donné :

1. existence d’une configuration de priorité fixe par instances,

2. calcul de toutes les configurations de priorité PFI engendrant une séquence d’exécution don-
née,

3. calcul de toutes les configurations de priorité PFI valides.

Les algorithmes (2) et (3) permettent de produire des solutions d’ordonnancement pour un systéme
de taches donné. A I’aide de I’algorithme (3), nous avons pu évaluer expérimentalement la puissance
d’ordonnancement de la classe des politiques & priorités fixes par instance. Cette classe de politiques
d’ordonnancement permet d’atteindre une puissance d’ordonnancement bien supérieure & celle des
politiques & priorités fixes.

Pour obtenir des solutions d’ordonnancement, nous avons aussi utilisé des méthodes d’approxi-
mation : elles permettent d’obtenir une solution approchée d’un probléme NP en un temps poly-
nomial. Dans le cadre d’une recherche menée au LORIA, nous nous sommes intéressés & 1’ordon-
nancement des systémes de taches liées par des relations de précédence. Nous avons commencé par
étudier les algorithmes génétiques proposés par [52, 23]. Ces deux algorithmes sont relativement
différents. Celui proposé par [23] fournit de meilleures solutions que celui proposé par [52], mais
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en utilisant un temps de calcul nettement supérieur. Pour obtenir une complexité de calcul assez
faible, nous avons tout d’abord proposé plusieurs variantes de celui de [52]. Nous avons constaté
expérimentalement qu’elles permettent d’augmenter ses performances. Nous avons ensuite élaboré
un algorithme reposant sur la méthode taboue qui offre des performances supérieures et dépassant
méme celles de lalgorithme génétique proposé par [23].

Lors de notre étude des politiques d’ordonnancement & priorités fixes et de celles & priorités
fixes par instances, nous avons été confrontés a plusieurs problémes théoriques. Effectivement, pour
déterminer les configurations de priorité valides, il nous a fallu montrer & partir d’une durée d’étude
finie que les configurations obtenues étaient indéfiniment valides. Pour cela, nous avons étudié les
intervalles de faisabilité et les deux notions sous-jacentes : la cyclicité des séquences d’exécution et la
durée de montée en charge - i.e. la durée permettant d’atteindre le régime permanent. Notre étude
concerne la sous-classe, notée PFI, des politiques & priorités fixes par instances restreinte a celles
qui conservent entre les différentes métapériodes les relations de priorité entre les instances. Nous
avons montré que les politiques de PFI produisent en multiprocesseur des séquences d’exécution
périodiques, et nous avons aussi borné leur durée de montée en charge. Nous en avons alors déduit
un intervalle de faisabilité valable pour toutes les politiques PFIL. Notre étude s’applique par exemple
aux politiques Rate Monotonic (RM), Deadline Monotonic (DM) et Earliest Deadline First (EDF).
A notre connaissance, notre intervalle de faisabilité est le premier connu pour EDF.

Pour obtenir un intervalle de faisabilité plus précis, nous nous sommes ensuite focalisés sur
les politiques & priorités fixes. Plusieurs résultats concernant ce type de séquences d’exécution
existent déja [24, 25], ils fournissent entre autres des majorations de la durée de montée en charge.
En affinant I’étude menée dans [24], nous avons déterminé la durée exacte de montée en charge
des séquences d’exécution multiprocesseurs produites par les politiques & priorités fixes. Son calcul
est de complexité exponentielle (au pire), nous avons donc proposé plusieurs majorations de la
durée de montée en charge. Nous les avons comparées expérimentalement avec celle fournie par
[24]. Les résultats montrent que nos majorations apportent une amélioration significative. Nous
avons aussi constaté que la complexité moyenne du calcul de la durée exacte de montée en charge
est en moyenne plus proche d’une complexité polynomiale que d’une complexité exponentielle.

Les problémes liés & I’ordonnancement et & la validation des systémes de taches sont centraux
dans I’étude des systémes temps-réel. Toutefois, le diagnostic de ces systémes et I’étude de la
qualité de service qu’ils offrent sont aussi des thémes de recherche importants. Le comportement
d’un systéme temps-réel est influencé par les choix d’ordonnancement réalisés. L’étude de la qualité
de service permet de quantifier I’influence de ces choix. Parfois, elle peut servir a départager deux
politiques d’ordonnancement valides, elle peut aussi montrer qu’une politique bien qu’étant valide
produit une séquence d’exécution de trés mauvaise qualité, par exemple en termes de nombre
de changements de contexte. Il est donc intéressant de réaliser une étude plus poussée que celle
consistant & déterminer une solution d’ordonnancement valide. Les informations fournies doivent
aussi se révéler intéressantes dans le cas ot le systéme n’est pas ordonnancable : elles pourront alors
aider & résoudre les problémes rencontrés. Pour aborder cette problématique, nous avons élaboré un
modéle basé sur les chaines de Markov. Il nous a permis de calculer les distributions de probabilité
du temps de réponse de chaque instance en fonction de 'exécutif ciblé. Ces informations permettent
d’obtenir un diagnostic permettant de faire ressortir les parties critiques d’un ordonnancement,
elles permettent alors d’identifier les points faibles d’un systéme temps-réel qui pourront guider le
concepteur pour effectuer ses modifications. A partir des distributions de probabilité du temps de
réponse des instances, on peut aussi obtenir d’autres indicateurs plus orientés vers la qualité de
service, comme par exemple la gigue. Notre méthode peut donc servir & 'analyse de la qualité de
service fournie par un systéme temps-réel.

L’approche que nous avons suivie en utilisant les chaines de Markov consiste & étudier I’en-
semble des ordonnancements valides. Plus précisément, on se restreint & ceux dont la probabilité
est non-nulle. Pour réaliser une étude finie, on utilise un intervalle d’étude. Celui-ci est trés similaire
aux intervalles de faisabilité utilisés pour la simulation d’une politique d’ordonnancement parti-
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culiére. Toutefois, il doit étre valable pour tous les ordonnancements traités. Or, pour certaines
politiques d’ordonnancement, comme Least Laxity First (LLF) par exemple, on ne connait pas
d’intervalle de faisabilité valable en contexte multiprocesseur. Pour obtenir un intervalle d’étude,
nous avons élaboré une nouvelle approche qui ne dépend pas de la cyclicité des séquences d’exécu-
tion concernées mais de la cyclicité des états qu’elles permettent d’atteindre. Les résultats obtenus
sont surprenants : I'intervalle d’étude est parfois plus petit que l'intervalle de faisabilité de cer-
taines des séquences d’exécution concernées. Ainsi, le fait de considérer simultanément plusieurs
séquences d’exécution permet de raccourcir l'intervalle d’étude.

Plan du mémoire. Dans la premiére partie, nous présentons tout d’abord les systémes temps-
réel auxquels nous nous sommes consacrés (chapitre 1). Ensuite, nous présentons les principaux
résultats connus (chapitre 2).

Les méthodes que nous avons élaborées reposent toutes sur I’étude de la cyclicité des séquences
d’exécution multiprocesseurs que nous avons menée. Nous présentons donc ces résultats dés la
seconde partie. Nous commencons celle-ci en définissant les sous-classes des politiques & priorités
fixes par instances que nous avons étudiées (PFI et PFI). Ensuite, nous donnons quelques exemples
illustrant leurs propriétés spécifiques. Ces deux points font I'objet du chapitre 3. Nos résultats
concernant la cyclicité des séquences PFI sont présentés dans le chapitre 4, et ceux concernant les
politiques & priorités fixes dans le chapitre 5. Nous terminons cette partie en déterminant la durée
d’étude propre au modéle basé sur les chaines de Markov que nous avons mis en place (chapitre
6).

La troisiéme partie est consacrée aux méthodes fournissant des solutions d’ordonnancement.
Dans le chapitre 7, nous présentons celle que nous avons élaborée pour déterminer les configurations
de priorité fixe ordonnancant un systéme de taches donné. L’étude menée sur les configurations de
priorité fixe par instances est abordée dans le chapitre 8. Nous terminons cette partie en exposant
les méthodes d’approximation que nous avons développées pour les systémes de taches liées par
des relations de précédence (chapitre 9).

Dans la quatriéme partie, nous proposons une étude permettant de diagnostiquer le comporte-
ment des systémes temps-réel. Nous commencons par définir les chaines de Markov que nous avons
utilisées. Ensuite, nous établissons une méthode permettant d’intégrer les contraintes d’exécution
dues aux interactions entre les taches (par exemple, précédence, exclusion mutuelle) et aussi celles
dues aux spécificités de I’exécutif temps-réel ciblé (par exemple, préemption, migration). Cette
étape de modélisation est présentée dans le chapitre 10. L’évaluation du modéle que nous avons
défini nécessite une complexité importante, nous avons alors conc¢u un algorithme adapté que nous
présentons dans le chapitre 11. Nous terminons cette partie en présentant les résultats que nous
avons obtenus sur 1’étude de la probabilité du temps de réponse de chaque instance (chapitre 12).
A T'aide d’un exemple, nous illustrons les diagnostics que nos résultats permettent de formuler.
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Chapitre 1

Systémes temps-réel

1.1 Domaine d’application

L’informatique temps-réel est apparue avec le développement des systémes embarqués. Ces
systémes sont généralement autonomes, parfois il est méme impossible d’intervenir directement
dessus, comme par exemple dans ’aérospatial. Leur pilotage est alors assuré par un programme
informatique appelé application temps-réel. On retrouve ce type de programme dans de nombreux
domaines, citons par exemple l’aviation, ’automobile, la téléphonie portable, les chaines de montage
industrielles, etc. Plus récemment, 'informatique temps-réel a aussi été utilisé dans le domaine des
réseaux, notamment pour le transfert d’informations multimédia.

Le qualificatif temps-réel désigne toute application mettant en ceuvre un systéme informatique
dont le fonctionnement est assujetti & 1’évolution dynamique de 'état d’un environnement (appelé
procédé) qui lui est connecté et dont il doit controler le comportement [29].

Le role d’une application temps-réel est donc de contréler un procédé. Pour cela, elle doit étre
réactive et donc évoluer & la vitesse de ’appareil piloté. Le rapport au temps de ces systémes
est critique et constitue le principal enjeu lors de leur conception. Toutefois, toutes les opérations
réalisées par une application temps-réel ne sont pas vitales : on distingue les contraintes strictes des
contraintes souples. Lorsque certaines contraintes imposées & un systéme temps-réel sont strictes,
on parle de temps-réel dur, par exemple dans l'aérospatial ; dans le cas contraire, on parle de
temps-réel mou, par exemple pour le multimédia. Une autre caractéristique importante de ces
systémes est leur autonomie. Dans certains cas, aucune intervention extérieure n’est possible en
cas de difficultés, le systéme doit alors étre tolérant auz fautes. Deux situations correspondent &
cette particularité : premiérement, si une partie peu importante du systéme devient défaillante,
cela ne doit pas empécher le reste du systéme de fonctionner normalement, deuxiémement, si le
systéme se retrouve dans une situation indésirable, il doit étre capable de retourner dans un état
stable appartenant & un schéma de fonctionnement normal.

capteurs

——
i —

actionneurs

FiG. 1.1 — Interactions entre le procédé et le controleur
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1.2 Controle de procédé

Les systémes temps-réel sont constitués de deux entités distinctes. Le procédé regroupe 1’ap-
pareillage physique du systéme, et le contréoleur est chargé d’assurer le bon comportement du
systéme. La coopération de ces deux entités suit généralement le schéma présenté sur la figure 1.1.
En résumé, le procédé recueille une information via un capteur et la transmet au contréleur qui la
traite et décide ou non de réagir. Dans le cas positif, il transmet un ordre au procédé qui le met
en ceuvre via des actionneurs.

Le délai séparant 'arrivée d’une information dans le controleur et ’émission de I’action résul-
tante correspond au temps de réponse du systéme temps-réel. En fonction des applications et des
exigences de 'environnement, le systéme doit étre plus ou moins réactif - i.e. le temps de réponse
doit étre plus ou moins court. La validation des systémes temps-réel porte sur I’étude de leur temps
de réponse afin de déterminer s’il respecte les exigences de leur spécification.

1.3 Approches synchrone et asynchrone

Pour implémenter un systéme temps-réel, on peut suivre soit l’approche synchrone, soit 1’ap-
proche asynchrone. Pour certains systémes, le temps de traitement utilisé par le controleur est
négligeable par rapport a la vitesse d’évolution de I’environnement. Dans ce cas, on peut supposer
que le temps de traitement est nul, et donc que la réaction du procédé est immeédiate : c’est I’hy-
pothése synchrone. Pour d’autres systémes, soit en vertu des exigences de ’environnement, soit en
vertu de la masse d’informations & traiter, le temps de traitement utilisé par le controleur n’est
pas négligeable : c’est I’hypothése asynchrone.

L’approche synchrone a abouti au développement de langages de programmation propres aux
systémes temps-réel, par exemple, ESTEREL[15, 14], LUSTRE[49, 51] et SIGNAL[46]. Le temps
de traitement étant considéré comme nul, cette approche présente d’indiscutables avantages :

1. ordre dans lequel sont effectués les traitements n’a pas d’importance,

2. il n’est pas nécessaire d’interrompre certains traitements au profit d’autres plus urgents, en
vertu de (1),

3. les problémes posés par I’exclusion mutuelle de certains traitements sont évités, en vertu de
(2).
Toutefois, cette approche revient & supposer que ’architecture matérielle est surdimentionnée par
rapport a la complexité des traitements du contréoleur. En fonction des cotits de fabrication et des
contraintes énergétiques, elle n’est pas toujours utilisable.

Sous I’hypothése asynchrone, le temps de traitement utilisé par le controleur n’est pas négli-
geable. Avant d’implanter le systéme temps-réel, il est alors nécessaire de vérifier que ses temps de
réponse vérifient les contraintes imposées par sa spécification. On doit aussi prendre en compte les
interactions possibles entre les différents traitements, par exemple : accés au processeur, exclusion
mutuelle. Parfois, il est alors nécessaire d’interrompre des traitements longs au profit d’autres qui
sont plus urgents : ’ordre selon lequel sont effectués les différents traitements est alors primordial.
Pour implanter de tels systémes, on utilise des politiques d’ordonnancement pour déterminer 'ordre
selon lequel les différents traitements doivent étre effectués.

1.4 Taches temps-réel

Un systéme temps-réel est composé d’un ensemble de taches. Chaque tache correspond & un
traitement particulier déclenché par ’occurrence d’un événement spécifique. Lorsqu’un événement
se produit périodiquement (par exemple, un envoi de donnée depuis un capteur), la tache asso-
ciée est dite périodique; dans le cas contraire elle est dite apériodique (par exemple, un signal
d’alarme). Parmi les taches apériodiques, on distingue les tiches sporadiques : la durée séparant
deux occurrences successives de 1’événement associé admet alors une borne minimum.
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Dans toute la suite, nous désignons par 7 un systéme de n taches temps-réel, et par 7 la
k¢ tache de ce systéme. Chaque occurrence de 1’événement associé & une tache 75, déclenche la
création d’un processus exécutant le programme associé & 7. On dit aussi que ces processus sont
des instances de la tache 7. On désigne par 74 ; la i® instance de la tache 7y, et par T I’ensemble
des instances engendrées par les taches de 7.

1.4.1 Taches périodiques

Les taches périodiques sont généralement représentées par quatre parameétres temporels (voir
figure 1.2) :

— r; € N : date de premiére activation,

— Cy € N : pire durée d’exécution,

— Dy € N : délai critique,

— Ty € N : période.

Le paramétre r; indique la date de la premiére occurrence de ’événement associé & 7. Ensuite,
toutes les T} unités de temps, une instance de 75 est générée. Lorsque r; > 0, la tache est a
départ différé. Lorsque toutes les taches 7 vérifient r; = 0, le systéme de taches est dit & départs
simultanés.

Pour la validation d’un systéme de tiches, on ne s’intéresse pas directement au programme
exécuté par chaque tache, on ne prend en compte que sa durée d’exécution. Toutefois, cette durée
est délicate & évaluer pour des raisons tant matérielles que logicielles [91]. Tout d’abord, elle dépend
du matériel et notamment des mécanismes d’optimisation utilisés, par exemple : mémoire cache
[107], pipeline [110], prédicteur de branchement [30]. Ensuite, la durée d’exécution d’un programme
dépend de ses paramétres d’entrées : il n’est pas constant. Ceci est di aux structures conditionnelles
et aux boucles non-statiques. Ne pouvant pas prédire avec certitude la durée d’exécution d’une
instance 7 ;, on utilise une durée correspondant au pire cas : Worst Case Execution Time (WCET),
noté Cj,.

Le paramétre Dy, indique la durée maximale autorisée pour exécuter une instance de 7, : si une
instance de 7 est activée a l'instant ¢, alors elle doit étre terminée & 'instant ¢ + Dj. Dans le cas
ol une instance ne respecte pas son échéance (elle se termine aprés ¢ + Dy ), une faute temporelle
est commise, et le bon comportement du procédé n’est plus assuré.

Une méme instance n’est pas parallélisable, on a donc Cj < Dy, pour chaque tache 7, € 7. En
fonction du rapport entre Dy et Tk, on dit que la tache 7 est :

— Dy < Ty, : & échéances avant requéte,

— Dy = Ty : & échéances sur requéte,

— Dy > Ty, : & échéances aprés requéte.

Lorsqu’une tache est & échéance aprés requéte, plusieurs instances de cette tiche peuvent exister
simultanément sans que les contraintes temporelles soient enfreintes, le programme associé 3 cette
tache doit alors étre réentrant.

Les paramétres temporels d’une tache 7, permettent de caractériser le comportement de cette
tache. Pour décrire celui d’un systéme composé de taches périodiques, on utilise les paramétres
suivants :

— r =max{ry,...,r,} : la plus tardive date de premiére activation,
k— o, I N
[ |
S S |
E /Cﬁ\\ |
‘f | | ‘T‘ B
0 t

FiG. 1.2 — Paramétres temporels d’une tache périodique
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- C =max{C,...,C,} : la plus grande durée d’exécution,

— D =max{D1,...,D,} : la plus grande échéance relative,

- T =max{T1,...,T,} : la plus grande période,

- P=PPCMA{Ty,...,T,} : la métapériode.
Par abus de langage, nous appelons aussi métapériode tout intervalle temporel de la forme [¢,¢ +
P|[. De plus, nous notons d; le nombre P/T}) d’instances de la tache 7, générées lors de chaque
métapériode.

On associe aussi chaque instance 7 ; avec ses propres paramétres temporels :

— Tk, =1y + 1.1} : date d’activation,

— dp,i =15, + Dy, : échéance absolue.
Dans la suite, nous sommes souvent amenés a comparer les différentes instances d’'une méme tache.
Cependant, nous ne comparons ensemble que des instances dont les dates d’activation sont distantes
d’un nombre entier de métapériodes. Par exemple, considérons une tiche de période 5 appartenant
4 un systéme de taches dont la métapériode est 20. Alors, nous comparons ensemble la 3¢, la 7¢,
la 11¢ instances de cette tiche, mais jamais la 3¢ avec la 82 Dans la suite, nous utilisons cette
propriété par une relation d’équivalence entre les instances.

Définition 1.1
— Une instance T, ; € T est équivalente a4 une instance Ty € T & m métapériodes pres, noté
Thyi =m Thir, St et seulement si k =k’ et i’ —i =m.dy.
— Deux ensembles d’instances A et B sont équivalents a m métapériodes prés si et seulement
si les instances qu’ils contiennent sont deux o deux équivalentes & m métapériodes prés.

1.4.2 Taches sporadiques

Les taches sporadiques sont généralement représentées par trois paramétres temporels (voir
figure 1.3) :

— C} € N : pire durée d’exécution,

— Dy € N : délai critique,

— Ty € N : durée minimale entre deux activations successives.

Comme pour les taches périodiques, on associe chaque instance 75 ; d’une tache sporadique avec
ses propres paramétres temporels :

- 11, : date d’activation,

— dy,; = 1k, + Dy : échéance absolue.

Contrairement aux instances des taches périodiques, les paramétres 7, ; des instances de taches
sporadiques ne sont pas connus a priori : ils dépendent de la dynamique du procédé ainsi que de
son environnement. Par contre, on sait que les dates d’activation respectent la propriété suivante :

V71 € T,Y1 € Ny jp1 — g > Tk

L’indéterminisme des dates d’activation rend la validation des systémes de taches sporadiques
difficile. Sous certaines conditions, on peut réaliser une validation au pire cas : on suppose que

A

les taches sporadiques sont activées le plus souvent possible, on se raméne alors & un systéme

A=0 T, L A0 |

<

L

AN
| |

_9_..-_--..{.5.....%.-_.

FiG. 1.3 — Paramétres temporels d’une tache sporadique
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de taches périodiques. Cependant, une telle approche n’est pas toujours possible, notamment en
contexte multiprocesseur [7]. En général, on peut difficilement garantir des échéances temporelles
strictes pour les taches sporadiques.

1.4.3 Taches apériodiques

Les taches apériodiques sont utilisées lorsque ’on ne peut pas garantir ’existence d’une durée
minimale entre deux occurrences successives. Les difficultés de validation sont alors encore aggra-
vées par rapport au cas des taches sporadiques. En général, on ne peut pas garantir des échéances
strictes pour ce type de taches. Elles sont alors seulement utilisées dans le cadre de contraintes
temporelles souples.

1.5 Interactions entre les taches

1.5.1 Communication

Les différentes taches composant un systéme temps-réel sont souvent amenées i échanger des
informations. Pour cela, plusieurs méthodes de communication ont été développées. On distingue
deux types de communication : synchrones (e.g. conversation téléphonique) ou asynchrones (e.g.
courrier postal). Les communications asynchrones sont généralement implantées par des échanges
de messages via des boites aux lettres, ’envoi et la réception d’un message n’étant pas simultanés.
Lors d’une communication asynchrone, les messages peuvent étre déposés ou retirés & tout moment.
Lors d’'une communication synchrone, les deux taches concernées préparent la communication, et
celle-ci est effectuée seulement lorsque les deux taches sont prétes. On implante généralement ce
type de communication par des rendez-vous.

1.5.2 Synchronisation

La synchronisation peut étre vue comme un cas particulier de communication ou le seul fait
de recevoir un message fournit toutes les informations nécessaires a son traitement. On parle alors
d’événement au lieu de message. Cette méthode est généralement utilisée dans le cas des systémes
temps-réel étudiés selon approche synchrone. Celle-ci étant guidée par les événements, elle se
préte bien & ce type de communication. La synchronisation est généralement implanté & l’aide de
contraintes de précédence : une tache doit attendre la terminaison d’une tache antérieure avant de
débuter son exécution. Les contraintes de précédence sont généralement représentées par un graphe
orienté et acyclique.

1.5.3 Partage de ressources

Une ressource est considérée comme critique si elle ne peut pas étre utilisée simultanément
par plusieurs taches. Une ressource peut étre un composant matériel (e.g. périphérique, capteur,
actionneur) ou logiciel (e.g. zone de mémoire partagée). On distingue généralement deux types
d’accés : ceux en lecture qui consistent & récupérer une information, et ceux en écriture qui modifient
I’état de la ressource. Naturellement, plusieurs accés simultanés en écriture ne sont pas autorisés,
par contre, les accés en lecture ne modifiant pas ’état de la ressource, on peut généralement en
réaliser plusieurs simultanément. Les portions de programme utilisant des ressources sont appelées
des sections critiques.

Le mécanisme permettant de réguler les accés aux ressources est l’exclusion mutuelle des sec-
tions critiques utilisant des ressources communes. Il est généralement implémenté a ’aide de sé-
maphores. Chaque ressource est associée & un sémaphore. Avant d’utiliser une ressource, les taches
doivent faire une requéte pour prendre le sémaphore correspondant. Si celui-ci est libre, alors la
ressource est attribuée & cette tache; dans le cas contraire, la tache est mise en attente jusqu’a
ce que le sémaphore soit disponible. Aprés avoir utilisé une ressource, les taches doivent rendre
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le sémaphore. L’utilisation des sémaphores permet de modéliser un grand nombre d’interactions
entre les taches.

1.6 Exécutif temps-réel

L’exploitation des applications temps-réel requiert un systéme d’exploitation spécifique. Les exé-
cutifs temps-réel se distinguent des autres systémes par plusieurs caractéristiques. Tout d’abord,
I’architecture méme des applications temps-réel impose que ces systémes soient multitaches : plu-
sieurs processus peuvent étre actifs simultanément et partagent ’accés au processeur. Ils doivent
aussi fournir les services spécifiques aux applications temps-réel : communication, synchronisation,
controle du temps, etc. Ensuite, ces systémes doivent étre prédictibles, propriété fondamentale puis-
qu’elle rend la validation possible. Pour qu’un systéme soit prédictible, la durée d’exécution des
appels au noyau doit étre connue, ou du moins prévisible. Il est alors possible d’évaluer la durée
d’exécution des taches, et par suite, de valider ou d’invalider un systéme temps-réel. Plusieurs exé-
cutifs temps-réel ont été développés a ce jour. Certains sont spécifiques & un domaine d’application,
par exemple OSEK/VDX [80] est trés utilisé par 'industrie automobile. D’autres sont dédiés & un
usage généraliste comme par exemple VxWorks [106], RT-Linux [95] et RTAI [94].

Les instances des taches générées par l'arrivée des événements sont implémentées au sein des
exécutifs temps-réel par des processus. Ceux-ci sont caractérisés par des paramétres dynamiques,
par exemple : durée avant échéance et allocation CPU déja obtenue. Ces paramétres sont utilisés
par 'ordonnanceur pour déterminer les processus qui doivent étre exécutés en priorité.

Un processus peut se trouver dans différents états (voir figure 1.4) :

— prét : le processus est prét & étre exécuté et attend ’accés & un processeur,

— exécuté : le processus est attribué & un processeur et est en cours d’exécution,

— blogué : le processus est en attente d’un message, d’un événement ou de l’accés & une ressource

critique.

Un processus est actif lorsqu’il est soit prét, soit en cours d’exécution, soit bloqué. Lorsqu’un
processus est créé, il est dans ’état prét. Lorsque ’ordonnanceur lui attribuera un processeur, il
passera dans ’état exécuté. Lors de 'exécution d’un processus, plusieurs scénarios sont possibles.
Premiérement, le processus peut atteindre la fin de son programme, il est alors détruit. Deuxié-
mement, I’ordonnanceur peut décider de lui retirer I'accés au processeur au profit d’un autre, le
processus est alors suspendu et retourne dans 1’état prét : c’est une préemption. Troisiémement,
le processus peut demander par exemple 'accés & une ressource, attendre un événement. Si sa
demande est satisfaite, alors il peut poursuivre son exécution, sinon il change d’état et devient
bloqué. Lorsque sa demande pourra étre satisfaite, alors il retournera & ’état prét.

./ pmccssu; N
____!,____ \_ actifs /

—_— — - —

/prot.ebsus

II - I|I
/prouessus\ /proccssus\-\ /
NecuteS/ \b]oqués/"

destruction

F1G. 1.4 — Evolution de I’état des processus



1.7. ARCHITECTURE MATERIELLE 15

Certains exécutifs temps-réel ne permettent pas qu’une tiche soit suspendue au profit d’une
autre, ces systémes sont non-préemptifs. La gestion des processus s’en trouve simplifiée. Considérons
par exemple un processus qui ne se met pas en attente lui-méme (par I’attente d’un message ou d’un
événement par exemple). Lorsque 'ordonnanceur lui attribue le processeur, ce processus est alors
exécuté sans interruption jusqu’ad sa terminaison. En contexte monoprocesseur, cette propriété
permet d’éviter de nombreux problémes dus aux accés aux ressources critiques : inversion de
priorités, interblocages, etc.

1.7 Architecture matérielle

Les applications temps-réel sont exécutées sur un support informatique. Sa structure détermine
Darchitecture matérielle du systéme temps-réel. On distingue généralement trois modéles d’archi-
tectures :

— monoprocesseur : un unique processeur est relié 3 une unique mémoire,

— multiprocesseur : plusieurs processeurs sont reliés par un bus, ils partagent une mémoire

commune et peuvent communiquer en temps constant,

— distribué : plusieurs processeurs sont reliés par un réseau, leurs communications dépendent
alors du débit du réseau, du trafic présent, des perturbations pouvant provoquer des erreurs
de transmissions, etc.

Pour les architectures multiprocesseur et distribué, différentes hypothéses coexistent quant & I’at-
tribution des processus aux processeurs. Dans le cas le plus simple, chaque tache est attribuée
statiquement & un processeur, ainsi toutes les instances d’une tiche sont exécutées sur le méme
processeur : c’est l’approche partitionnée. Une autre solution consiste & attribuer les processeurs aux
instances plutot qu’aux tiches, ainsi différentes instances d’une méme tache peuvent étre exécutées
sur des processeurs différents, c’est la migration partielle. Finalement, on peut aussi autoriser les
instances & changer de processeurs en cours d’exécution, c’est la migration totale. Pour les archi-
tectures distribuées, on suit généralement ’approche partitionnée : seul le transit d’informations
est autorisé sur le réseau.
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Chapitre 2

Politiques d’ordonnancement

2.1 Classement des politiques d’ordonnancement

N

L’ordonnanceur d’un exécutif temps-réel détermine & chaque instant parmi les instances ac-
tives celles qui doivent étre exécutées. Deux approches ont été suivies pour remplir cette fonction.
L’ordonnancement en-ligne repose sur l'utilisation d’une politique d’ordonnancement. Son réle est
d’attribuer une priorité & chaque instance active, les processeurs étant ensuite attribués aux ins-
tances les plus prioritaires. Les décisions sont donc prises dynamiquement en fonction de ’état du
systéme. L’ordonnancement hors-ligne est basé sur une table d’ordonnancement destinée 3 étre uti-
lisée par un séquenceur. A chaque instant, le séquenceur consulte la table d’ordonnancement pour
choisir les instances qui doivent étre exécutées. Pour ordonnancer des systémes avec des interactions
complexes, cette approche est intéressante puisque la table d’ordonnancement est définie et validée
avant la mise en service de ’application temps-réel. Ainsi, de nombreuses techniques peuvent étre
utilisées pour constituer cette table. Toutefois, cette approche est moins souple que celle en-ligne
puisque les décisions d’ordonnancement sont prises statiquement, le systéme est donc moins apte
a réagir & une situation nouvelle, par exemple, arrivée imprévue d’une tache sporadique.

De nombreuses méthodes peuvent étre utilisées pour attribuer des priorités, et par suite, pour
deéfinir des politiques d’ordonnancement. On utilise ici la classification de [20] :

— PFX : politiques & priorités fixes, toutes les instances d’une méme tache partagent la méme

priorité qui n’évolue pas au cours du temps,

— PFI : politiques & priorités fixes par instances, chaque instance posséde sa propre priorité qui

n’évolue pas au cours du temps,

— DYN : politiques & priorités dynamiques, chaque instance a sa propre priorité et celle-ci peut

évoluer au cours du temps.
Dans [21], une autre classe de politiques d’ordonnancement est introduite : la priorité a instant ¢
d’une instance 74 ; dans une séquence s est attribuée en fonction de seulement deux informations :

— sa charge déja exécutée : CE(7x,4,t) (voir section suivante),

— la distance & son échéance : dj ; — t.

Dans la suite, nous notons DCL cette classe de politiques d’ordonnancement. Ces quatre classes
vérifient les relations suivantes :

PFX C PFI C DYN
DCL c DYN

A notre connaissance, les classes PFI et DCL n’ont jamais été comparées & ce jour. Dans le
chapitre 3, nous donnons quelques éléments de réponse. Les notions suivantes servent & comparer
les politiques d’ordonnancement d’entre elles.

Un systéme de taches est ordonnangable (ou faisable) par une politique d’ordonnancement si la
séquence d’exécution produite par cette politique est valide (i.e. respecte toutes les contraintes du
systéme). Par extension, un systéme de taches est faisable §’il existe une politique pour laquelle il
est ordonnancable. Une politique d’ordonnancement est plus puissante qu’une autre si elle produit

17
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une séquence d’exécution valide pour tous les systémes ordonnancables par 'autre.

Une politique d’ordonnancement est optimale si elle produit une séquence valide pour tous les
systémes ordonnancables. Plus précisément, une politique d’ordonnancement est optimale pour
ordonnancer les systémes appartenant 4 un ensemble E parmi les politiques appartenant & une
classe C si et seulement si elle ordonnance tous les systémes de E faisables par au moins une
politique de C.

2.2 Séquences d’exécution

Une séquence d’exécution modélise I’exécution d’un systéme de taches : & chaque instant, elle
définit les instances qui disposent d’un processeur et donc qui sont en cours d’exécution. Dans
la suite, nous manipulons les séquences d’exécution (s:):en & l’aide des notations suivantes (voir
figure 2.1) :

— s; : ensemble des instances en cours d’exécution dans lintervalle [t, ¢ + 1],

— sy : ensemble des instances actives & l'instant ¢,

— es(7%,) : date de terminaison de 7y ;,

— TRs(7%,) : temps de réponse de 7 ;,

— CEs(7k,,t) = charge de 71, ; exécutée dans 'intervalle [0, ¢[,

— LX(7,i,t) : laxité de 7, ; & Pinstant ¢ - i.e. la durée maximale de suspension de 7 ; sans

dépasser son échéance.

Ces notions sont liées entre elles par les propriétés suivantes :

TRs(Tk,i) = €s(Thi) — Th

t—1
CEs(Thist) = > Isu N {7k}
u=0

LX(Tirt) = (dii —t) = (Cr — CEs(Tk,i51))
es(Tk,i) =1t [OES(Tkﬁi,t — 1) =Cy—1A CES(TkJ',t) = Ck]

Une séquence d’exécution est conservative si aucun processeur n’est inactif dés qu’il existe une
tache active qui n’est pas déja attribuée & un autre processeur. Formellement, on exprime cette
propriété ainsi :

vVt € N, |s;| = min{p, |sf|}

Chaque tache requiert périodiquement I’accés & un processeur. La charge engendrée par un

systéme de taches est généralement notée U et est définie par :

c
U:ZT—:

TRET

4.
4---{.@‘.(.2:1_9; GH_E&EEJ:L)_D%
O e 7
r}.‘J dk.i rk.i+l d&-.m rﬂ',fi—l

5, ., D r, 9 O O Dr1,,1.,,9 O O

S 1t Tt W 9 9 @ rututun 9 9 9 O

CE(t,.t)f0 1 1 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
CE(t,,nt){ O 0 0 0 0 0 0 0 1 2 2 2 2

F1G. 2.1 — Notations relatives & une séquence d’exécution s
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Pour une séquence d’exécution s, on distingue les notions suivantes (voir figure 2.2) :
- Us(t) = Z C} : charge injectée dans l'intervalle [0, ¢],
T, i €T |k, <t
— Us(t) = Zz;lo |sy| : charge absorbée dans Vintervalle [0, ¢],
— U,(t) = Uy(t) — Uy(t) : charge restante 3 Dinstant ¢.
Remarquons que Us(t) ne dépend pas de la séquence s mais seulement des parametres temporels des
taches. Le systéme est saturé a 'instant ¢ dans la séquence s si et seulement si on a Uy (t+1)—Us(t) =

p.

Lemme 2.1 Soit s une séquence d’exécution d’un systéme de tdches périodiques. Pour tout t >
maz{ry}, on a Us(t + P —1) — Us(t) = U.P.

Démonstration :

Soit s une séquence d’exécution et t > max{ry}.

Pour chaque tache 7, € 7, déterminons le nombre de 7 ; appartenant & 'intervalle allant de ¢
at+ P — 1. Ce nombre correspond au nombre d’instances de 75 générées dans cet intervalle.

Soit ¢ € N tel que r; = min{ry ;|rr; > t}.

On a rgiqs, =7k +0xTx =15 + P >t+ P.

Ainsi, I'instance 7y 45, est générée aprés t + P — 1.

On a aussi r ;-1 = rg; — T < t puisque 7; est la premiére instance de 75, générée dans cet
intervalle. On obtient donc ry ;—14s, =1k — T + P <t+ P.

Ainsi, I'instance 7 ;_145, est générée dans 'intervalle allant de t & ¢t + P — 1.

Donc, le nombre d’instances de 7, générées dans cet intervalle est Jy.

On obtient alors :

Ut +P-1)=U(t)= Y 0.Co =P. > Ci/Tx =PU

TKET TKET

CQFD.

2.3 Systémes de taches indépendantes

2.3.1 Rate Monotonic

La politique Rate Monotonic (RM) [96, 74] attribue aux taches 7, une priorité inversement
proportionnelle 3 leur période (1/7}). Cette politique est & priorités fixes, et elle appartient donc &
PFX. La figure 2.3 donne un exemple d’ordonnancement produit par RM. Cette politique est trés
intéressante dans certains contextes puisque 1’on dispose du résultat d’optimalité suivant.

3
uila 4 4 s 6

U)o 12 3 4 5 6 7 8 9 10 11 Il
U4 3 2 2 2 1 3 2 2 2 1 0 4

| 7 Cyn Dy Ty

| 0 1 4 4

| 0 2 6 6

3]0 1 3 3

FiG. 2.2 — Evolution des charges injectée, absorbée et restante dans une séquence d’exécution s
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Théoréme 2.1 [74] La politigue RM est optimale parmi les politiques & priorités fizes pour or-
donnancer, en contexrte préemptif et monoprocesseur, les systémes de tdches o départs simultanés
et a4 échéances sur requéte.

Cet algorithme est aussi intéressant d’un autre point de vue, lorsque les taches sont a départs
différés, on dispose d’une condition suffisante & ’ordonnancabilité d’un systéme de taches par RM.

Théoréme 2.2 [7/] Un systéme de tdches & échéances sur requétes est ordonnangable par RM en
contexte préemptif et monoprocesseur si :

nOk )
=) ZL<p@fr-1
U ;Tk_m )

Le terme n(2Y/™ — 1) tend vers In(2) ~ 0,69 lorsque n tend vers l’infini.

Cette condition est trés intéressante puisqu’elle permet d’établir ’ordonnancabilité d’un sys-
téme de taches par RM en évaluant simplement sa charge, calcul dont la complexité est en O(n).
Cette condition n’est pas nécessaire, certains systémes de taches peuvent donc étre ordonnancables
par RM sans qu’elle soit vérifiée. [67] a déterminé expérimentalement la borne supérieure de la
charge d’un systéme de taches pour que celui-ci puisse étre ordonnancable par RM, cette borne se
situe autour de 88%. On peut alors constituer 1’échelle suivante :

Taux de charge | U<0,69]0,69<U<0,88 | U>0,88
Ordonnangable par RM || oui | possible | quasi-impossible

Lorsque les taches sont & départs simultanés, [67] a établi une condition nécessaire et suffisante
a Pordonnancabilité d’un systéme de tiches par RM. Sa complexité est équivalente & réaliser une
simulation d’une durée égale  la plus longue des périodes - i.e. de ordre de O(n?. max,, ¢, {T%}).

Théoréme 2.3 [67] Un systéeme de tdches a échéances sur requéte et ¢ départs simultanés vérifiant
Ty <.-- < T, est ordonnangable par RM en contexte préemptif et monoprocesseur si et seulement
st :

ot
Vk 1,... 1 E <1
6{ 7 ’n},?elgi i=1 ¢ [Tl—‘ -
ot Sp={i.P1 <j<kAl<i<|:]})

De nombreux autres résultats ont été obtenus sur RM, le livre traitant de la Rate Monotonic
Analysis (RMA) [57] reste une référence pour ceux qui souhaitent utiliser ou étudier RM.

Tl k h h e {>
7, | ¢ mm ¢ -
ol — — p—

|’r’k Ok Dk Tk

1 0 1 4 4

|0 1 6 6

3|0 2 4 4

FiG. 2.3 — Exemple d’ordonnancement par RM
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2.3.2 Deadline Monotonic

Pour ordonnancer les systémes de taches & échéances avant requéte, on utilise généralement la
politique Deadline Monotonic (DM) [71]. Elle attribue des priorités aux taches 7 qui sont inver-
sement proportionnelles & leur échéance (1/Dy). Cette politique est & priorités fixes et appartient
donc & PFX. La figure 2.4 donne un exemple d’ordonnancement produit par DM ; remarquons
que RM échoue & ordonnancer ce systéme de taches. Comme pour RM, on dispose d’un résultat
d’optimalité.

Théoréme 2.4 [71] La politique DM est optimale parmi les politiques & priorités fizes pour or-
donnancer, en contexte préemptif et monoprocesseur, les systémes de tdaches & départs simultanés.

Précisons toutefois que ce résultat d’ordonnancabilité concerne seulement les systémes de taches
a échéances avant ou sur requéte. Dans le cas ou il existe une tache 7, vérifiant Dy > T}, [68] a
montré que DM n’est plus optimal. Plus généralement, les résultats que nous donnons dans la suite
de cette section supposent tous que les taches sont & échéances avant ou sur requéte.

Comme pour RM, plusieurs tests d’ordonnancabilité existent pour DM. Dans [71], Leung and
Whitehead ont montré que DM vérifie le théoréme de l'instant critique (voir [74]), ainsi le résultat
correspondant au théoréme 2.2 s’applique aussi & DM.

Théoréme 2.5 Un systéme de tdches est ordonnancable par DM en contexte préemptif et mono-

processeur Si :
n
k=1

Cette condition est facile & évaluer, cependant elle est trés pessimiste. On utilise préférentielle-
ment une condition obtenue par [69] & partir de celle du théoréme 2.3.

| Q

<n(2Y" —1)

>

k
k

Théoréme 2.6 [69] Un systéme de tdches & départs simultanés vérifiant Dy < --- < D, est
ordonnangable par DM en contexte préemptif et monoprocesseur si et seulement si :

ot
i 2= <
Vk € {1, ,n},{rensri; . {Tz-‘ <1
ou Sy =D} U{i.Pj[l <j<kAL<i<|[7:]}}

2.3.3 Earliest Deadline First

La politique d’ordonnancement Farliest Deadline First (EDF) [96, 74] attribue des priorités
dynamiques aux taches : & chaque instant, la priorité des taches est inversement proportionnelle &
la durée les séparant de leur échéance. De maniére équivalente, on peut dire que la priorité attribuée

T + d . >
Tz é! _ 47 ? >
T3
| Tk Ok Dk Tk
1 0 1 4 4
T2 O 1 2 6
3|10 2 3 4

Fic. 2.4 — Exemple d’ordonnancement par DM
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a une instance 71 ; est 1/dj ;. Cette politique appartient donc & PFINDCL. Elle a été inspirée par
les travaux [55, 81, 32]. La figure 2.5 donne un exemple d’ordonnancement produit par EDF.

La politique EDF posséde des propriétés remarquables pour ’ordonnancement en monoproces-
seur. Tout comme RM et DM, elle a été beaucoup étudiée, [19, 104] constituent de bons ouvrages
de référence. Le domaine d’optimalité de EDF a été étudié simultanément par [33, 61].

Théoréme 2.7 [33, 61] La politique EDF est optimale pour ordonnancer en contexte préemptif et
MONOPTocesseur.

On dispose aussi d’une condition nécessaire et suffisante & l'ordonnancabilité d’un systéme de
taches par EDF due a [74].

Théoréme 2.8 [7}] Un systéme de tdches 4 échéances sur requéte est ordonnangable par EDF' en
contexte préemptif et monoprocesseur si et seulement si :

2.3.4 Least Laxity First

La politique d’ordonnancement Least Lazity First (LLF) [86, 34] est une politique & priorités
dynamiques. A chaque instant, la priorité attribuée aux taches est inversement proportionnelle &
leur laxité (1/LXs(7k,,t)). Cette politique appartient donc & DCL. Tout comme EDF, la politique
LLF est optimale pour ordonnancer en monoprocesseur [86, 34]. Ainsi, la condition d’ordonnanga-
bilité énoncée dans le théoréme 2.8 reste valable pour LLF.

Théoréme 2.9 [86, 3] La politique LLF est optimale pour ordonnancer en contexte préemptif et
MONOProcesseutr.

| % C k D k Tk
1|10 1 4 4
| 0 2 6 6
310 1 3 3

Fi1G. 2.5 — Exemple d’ordonnancement par EDF

T T)
T2 T2

LLF EDF
| Ci Di T,
7|10 3 6 6
|0 3 5 6

FiG. 2.6 — Changements de contexte provoqués par EDF et LLF
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Toutefois, la politique LLF vise une répartition équitable des accés au processeur tout en
donnant la main en priorité aux taches les plus urgentes - i.e. de plus faible laxité. La figure 2.6
montre que LLF provoque de nombreux changements de contexte inutiles, elle engendre ainsi un
surcolt non négligeable. De plus, ’ordre des taches les plus prioritaires peut changer & tout instant,
les priorités doivent alors étre évaluées en permanence. L’implémentation de cette politique est donc
délicate. La tache élue par EDF ne peut changer qu’a la terminaison ou & ’activation d’une tache, le
nombre de changements de contexte induits par EDF est donc beaucoup moins important qu’avec
LLF. Pour toutes ces raisons, LLF est peu utilisée en pratique ; toutefois, comme nous le verrons
dans la suite, elle offre de bonnes performances en environnement multiprocesseur.

2.4 Serveur de taches sporadiques

Pour ordonnancer les taches sporadiques, on peut les traiter en arriére plan des taches pério-
diques : les instants auxquels aucune tache périodique n’est active sont attribués & ’exécution des
taches sporadiques. Cette méthode a ’avantage de ne pas modifier le comportement des taches pé-
riodiques, ainsi les politiques d’ordonnancement des taches périodiques peuvent étre utilisées dans
ce contexte sans modification. Toutefois, elle ne permet pas de garantir des contraintes strictes
sur les échéances des taches sporadiques, cependant elle fonctionne correctement si la charge CPU
n’est pas trop élevée. Pour remédier & ce probléme, on utilise un serveur de tdches sporadiques.

Afin de réutiliser les résultats concernant I’ordonnancement des taches périodiques, les serveurs
de taches sporadiques sont implémentés sous la forme d’une tache périodique dont les paramétres
temporels sont choisis en fonction des taches sporadiques & exécuter. Le plus simple d’entre eux est
le serveur & scrutation : & chaque activation du serveur, il traite les taches sporadiques en attente,
s’il n’y en a pas, il se suspend jusqu’a sa prochaine activation. Considérons une tache sporadique
T,. Pour assurer que cette tiche respecte ses échéances, les paramétres du serveur & scrutation
associé Tger, doivent vérifier :

— Cserv > Cp, la charge CPU du serveur permet au moins d’absorber celle de la tache spora-

dique,

— Dgery + Tserv < Dy, quel que soit le moment ou la tache sporadique est activée, le serveur
doit étre réactivé suffisamment rapidement pour que son échéance soit inférieure ou égale a
celle de la tache sporadique.

Le serveur & scrutation présente un inconvénient : lorsqu’une tache sporadique est activée juste
aprés 'activation du serveur, elle doit attendre la période suivante du serveur avant d’étre traitée,
alors que le serveur peut étre oisif. C’est ce fait qui induit la contrainte Dy +Tsery < Dy pour les
paramétres temporels du serveur. Pour remédier a ce probléme, [66] a proposé le serveur ajournable.
Celui-ci conserve sa capacité d’exécution durant toute sa période, ainsi les taches sporadiques
activées aprés son activation peuvent étre traitées sans attendre qu’il soit réactivé. Toutefois,
cette régle déroge au principe de l'ordonnancement par priorité : toute tiche active et de plus
forte priorité doit étre exécutée sans attendre. Ce probléme peut amener des taches périodiques &
mangquer leur échéance bien que les conditions d’ordonnancabilité soient satisfaites.

Le serveur sporadique a été proposé par [99, 100] pour les politiques RM et DM, et il a été
adapté & EDF par [102]. Il est basé sur le serveur ajournable mais le rechargement de la capacité

activation d’une sporadigue : C =2

Serveur a scrutation | h h
Serveur ajournable | * |
Serveur sporadique ? | ﬁ \ ﬁ I

1 1 1

F1G. 2.7 — Différence entre les serveurs de taches sporadiques
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d’exécution du serveur n’est pas immédiat & sa réactivation, mais dépend des instants ou il a
utilisé le processeur lors de sa période précédente. Cette propriété permet d’assurer que le serveur
sporadique respecte localement son taux de charge. Un serveur ajournable peut étre exécuté d’une
traite pendant au pire 2C5p,, unités de temps (voir figure 2.7). C’est ce scénario qui peut conduire &
des dépassements d’échéance pour les taches périodiques. Dans chaque intervalle de longueur Tse;,
le mécanisme de rechargement du serveur sporadique assure que celui-ci n’accéde jamais plus de
Csery fois au processeur. En conséquence, les conditions d’ordonnancabilité des taches périodiques
restent valides lorsque l'on utilise un serveur sporadique.

2.5 Systémes de tdches communicantes

Les politiques d’ordonnancement définies dans la section 2.3 sont congues pour ordonnancer
des systémes de taches indépendantes : toute interaction entre les taches est proscrite. Naturelle-
ment, les tdches composant une application temps-réel ne sont jamais totalement indépendantes :
soit elles communiquent entre elles, soit elles partagent des ressources communes. Toutefois, I’or-
donnancement des tdches communicantes peut étre réalisé & partir des politiques précédentes en
transformant le systéme de taches. En particulier, les synchronisations entre les taches peuvent
étre traitées de la méme maniére.

Il existe une analogie profonde entre la communication et la notion de précédence. Prenons
I’exemple d’une tache 71 qui produit un résultat et qui le communique & une autre 75. Du point
de vue de 'ordonnancement, on peut considérer que la tache 7 précéde la tache 7o, c’est-a-dire
que l’exécution de la tiche 75 ne peut commencer que lorsque la tache 71 est terminée. On note
généralement 7 > 75 pour indiquer que 71 précéde To.

Le découpage en forme normale d’un systéme de tdches communicantes consiste & remplacer
les communications par des relations de précédence en décomposant les taches autour des com-
munications de telle maniére que les envois de messages soient toujours en fin de tiche et que les
réceptions de messages soient toujours en début de tache (voir figure 2.8).

Cette transformation permet de ramener le probléme de I'ordonnancement des taches commu-
nicantes a celui des taches liées par des relations de précédence. Pour I'algorithme EDF, Blazewicz
a montré comment modifier les dates de réveil et les échéances des sous-taches obtenues lors du
découpage en forme normale, pour que les relations de précédence soient implicitement vérifiées.

Théoréme 2.10 [16] La politique EDF est optimale pour ordonnancer en contexte préemptif et
monoprocesseur des systémes de tdches communicantes si aprés la décomposition en forme normale,
les parameétres temporels sont attribués selon la régle suivante :

— 74,5 = max{r;, maxr, ;»r, {Dry — Cr}}, en commengant par les tdaches sans successeurs.

- Djj = min{ Dy, ming, ;» -, {rrs + Cr}}, en commengant par les tdches sans prédécesseurs.

Tache T, Tache 7,

T3, | Instructions 14
Attente message M1
T3, | Instructions 15

T, Instructions 11
Envoi message M1
T, | Instructions 12

Attente message M2 Envoi message M2
Instructions 13 T3 | Instructions 16

Fic. 2.8 — Exemple de découpage en forme normale
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Cette méthode d’attribution des paramétres temporels aux sous-tiches peut étre adaptée pour
d’autres algorithmes d’ordonnancement, par exemple RM et DM. D’autres extensions ont aussi
été développées, notamment lorsque les tiches communicantes n’ont pas la méme période [92], ou
pour traiter les relations de précédence avec des taches apériodiques [28].

2.6 Protocoles de partage de ressources

2.6.1 Problémes issus du partage de ressources

Le partage de ressources donne lieu & différents phénoménes pouvant nuire & ’ordonnancement
d’un systéme de taches. Le plus simple d’entre eux est l’interblocage. Considérons un systéme de
taches partageant deux ressources R1 et R2, et examinons la séquence d’exécution indiquée sur la
figure 2.9. Lorsque la tache 1 est activée, elle prend la ressource R1, ensuite elle est suspendue
lorsque 71 est activée puisqu’elle est moins prioritaire. Celle-ci prend alors la ressource R2 et
demande aussi R1. La ressource R1 étant déja attribuée, la tache 7 est donc bloquée. Alors,
la tache 75 accéde & nouveau au processeur et fait une demande pour la ressource R2. Celle-ci
étant déja attribuée, la tache 75 est aussi bloquée. Les taches 71 et 7o se bloquent mutuellement
pour accéder aux ressources R1 et R2 : c’est l'interblocage. Ce phénoméne ne peut se produire
qu’en présence d’appels imbriqués & plusieurs ressources. L’utilisation des protocoles de gestion de
ressources permet d’éviter ce phénoméne.

Lorsque les taches partagent des ressources, une tache peut étre bloquée par d’autres moins
prioritaires mais détenant des ressources. Ce phénoméne peut amener la tache la plus priori-
taire & étre exécutée en dernier : c’est l'inversion de priorités. Considérons un systéme de trois
taches partageant une ressource R. Supposons que les tiches sont ordonnées par ordre de priori-
tés (prio(m1) > prio(mz2) > prio(ts)), et examinons la séquence d’exécution indiquée sur la figure
2.10. La tache 73 commence son exécution en prenant 'accés & R. Lorsque 7 est activée, elle est
exécutée jusqu’a ce qu’elle demande la ressource. A ce moment-13, elle est alors bloquée par T3,
et doit attendre que 73 libére la ressource. L’arrivée de la tache 7 montre que toutes les taches
de priorités intermédiaires (entre 71 et 73) peuvent retarder la libération de la ressource, et par
suite, sont exécutées avant 77 qui est pourtant plus prioritaire : c¢’est 'inversion de priorités. Cet
exemple montre que le temps de blocage d’une tache ne dépend pas que des taches plus prioritaires,

Prise de R2 Demande de R1

i

T, plus

prioritaire

que 7, J, !7

Prise de R1 Demande de R2

FiG. 2.9 - Exemple d’interblocage

Demande de R1 Finde 7,
7 ‘— T .
72 ‘— o

Prise de R1 Libération de R1

Fic. 2.10 — Exemple d’inversion de priorités
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potentiellement, il peut dépendre de toutes les autres taches. En général, on ne peut pas borner
le temps de blocage d’une tache. L’utilisation des protocoles de gestion de ressources permet de
remédier & ce probléme.

Une derniére particularité de I’ordonnancement en présence de partage de ressources concerne
I’approximation réalisée sur la durée d’exécution des taches. Le programme correspondant & chaque
tache est représenté par sa durée d’exécution, le paramétre temporel C} indique la pire durée
d’exécution (WCET). Certaines instances ont une durée d’exécution inférieure au WCET. Lorsque
les taches ne partagent pas de ressources, ce fait n’a pas d’incidence : tous les systémes de taches
ordonnangables dans le pire cas (WCET) sont aussi ordonnancables en considérant les durées
réelles d’exécution. L’exemple de la figure 2.11 montre que cette propriété n’est plus vraie lorsque
les taches partagent des ressources. Dans cet exemple, les trois taches utilisent une ressource R tout
du long de leur exécution : tout leur programme est en section critique. Dans ’ordonnancement
de droite, la durée d’exécution de la tache 7 est inférieure & son WCET. La tache 73 peut alors
débuter son exécution plus t6t que dans 'ordonnancement de gauche. Lorsque la tache 1o est
activée, elle est bloquée puisque 73 détient la ressource. Ne pouvant s’exécuter qu’apres la tache
73, elle manque alors son échéance. Cet exemple montre que lors de la validation d’un systéme de
taches partageant des ressources, on doit tenir compte du fait que le paramétre C, est un majorant
de la durée d’exécution des instances de 7.

Pour répondre aux problémes dus au partage de ressources, plusieurs protocoles de gestion de
ressources ont été développés. Dans les trois sections qui suivent, nous détaillons les principaux
protocoles utilisés en temps-réel. L’utilisation de majorants des durées de blocage des taches améne
a des résultats pessimistes : les durées réelles de blocage étant généralement bien inférieures aux
majorations. L’étude du temps de blocage moyen a été abordée dans [39, 58, 109, 38]. D’autres
travaux suivant une approche probabiliste traitent aussi de ce probléme, par exemple [31, 47, 77,
78, 79, 83, 84]. Les blocages entre les taches sont représentés par des variables aléatoires, et plus
précisément par des marches aléatoires. Les lois limites correspondantes sont alors caractérisées
par des processus de diffusion. Les résultats obtenus sont donc beaucoup plus précis que ceux de
[39, 58, 109, 38].

2.6.2 Priority Inheritance Protocol

Le protocole Priority Inheritance Protocol (PIP) [97, 98] permet de limiter le phénoméne de
I’inversion de priorités. Son principe est le suivant : lorsqu’une tache détient une ressource, elle hé-
rite la priorité des taches bloquées par une demande d’accés & cette ressource. Reprenons ’exemple
de la figure 2.10 en utilisant maintenant le protocole PIP (voir figure 2.12). On remarque que la
tache 7o ne peut plus préempter la tache 73. Ainsi, les tiches de priorités intermédiaires (entre 71
et 73) ne peuvent plus retarder la tache ;. En utilisant le protocole PIP, on peut alors borner le
temps de blocage d’une téache.

Toutefois, ce protocole présente plusieurs inconvénients. Lors de I'attente d’une ressource, une
tache peut étre bloquée par plusieurs sections critiques successives, ainsi une téche peut rester
bloquée trés longtemps, la borne du temps de blocage est donc généralement trés importante.
De plus, ce protocole ne permet pas d’éviter les interblocages, et il n’est utilisable qu’avec des

T, est bloquée
T f— by TIF / b
2 eesm | > T2 2/ - >
G, o+ e T

échéance manquée

F1G. 2.11 — Influence de 'utilisation du WCET
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politiques d’ordonnancement 3 priorités fixes.

2.6.3 Priority Ceiling Protocol

Le protocole Priority Ceiling Protocol (PCP) permet de prévenir les interblocages et de di-
minuer le temps de blocage maximum des taches. Il a été initialement congu pour les politiques
d’ordonnancement & priorités fixes [98], et [27] I’a adapté pour fonctionner avec EDF. Le protocole
PCP attribue une priorité plafond & chaque ressource, sa valeur est définie par la priorité maximale
des taches utilisant cette ressource. Lorsqu’une tache demande ’accés & une ressource, le protocole
PCP TPautorise & deux conditions :

— la ressource doit étre disponible,

— la priorité de la tache doit étre strictement supérieure aux priorités plafonds des ressources

en cours d’utilisation.
Lorsque ’accés & une ressource est refusé, la tache demandant ’accés est bloquée, et toutes les
taches détenant des ressources de priorités plafonds supérieures & la sienne héritent sa priorité. Avec
ce protocole, le temps de blocage maximal By d’une tache 73 est égal & la durée de la plus longue
section critique des autres taches. Plusieurs conditions suffisantes pour assurer l’ordonnancabilité
d’un systéme de taches partageant des ressources selon le protocole PCP ont été obtenues.

Théoréme 2.11 [98] Un systéme de tdches & échéances sur requéte et partageant des ressources
est ordonnancable par RM couplé avec PCP en contexte préemptif et monoprocesseur si la condition
suivante est vérifiée :

Br <~ C;
Vke{1,...,n},T—k+ZJgk.(21/k—1)
k X

Théoréme 2.12 [27] Un systéme de tdches a échéances sur requéte et partageant des ressources est
ordonnangable par EDF couplé avec PCP en contexte préemptif et monoprocesseur si la condition
suivante est vérifiée :

- C; + B; <1

7=
k=1 v

2.6.4 Stack Resource Protocol

L’utilisation de PCP avec des politiques & priorités dynamiques implique une implémentation
assez lourde puisque les priorités plafonds des ressources utilisées doivent étre recalculées a chaque
instant. Le protocole Stack Resource Protocol (SRP) [10] est plus adapté que PCP aux politiques
a priorités dynamiques. De plus, il est aussi utilisable avec des ressources multi-instances (e.g. du
type écrivain/lecteur).

Le protocole SRP attribue & chaque tache un niveau de préemption qui peut étre choisi ar-
bitrairement. Chaque ressource se voit attribuer une valeur plafond qui correspond au plus haut

Demande de R1

7 ‘— — >
T2 i .
|o— m—

Prise de R1

Libération de R1

T, hérite la priorité de T,

FiG. 2.12 — Exemple d’ordonnancement avec PIP
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niveau de préemption des taches actives requérant plus d’instances de cette ressource qu’il n’y en a
de disponibles. La valeur plafond d’une ressource est donc dynamique, alors que les niveaux de pré-
emption des taches sont statiques. Le plafond systéme est défini par la plus grande valeur plafond
des ressources. Avec le protocole SRP, une tache 7; préempte une tache 7; (accéde prioritairement
au processeur) si les trois conditions suivantes sont vérifiées :

— la priorité dynamique de 7; est supérieure ou égale & celle de 7;,

— le niveau de préemption de 7; est supérieur & celui de 7,

— le niveau de préemption de 7; est supérieur au plafond systéme.

Le protocole SRP présente les mémes propriétés que PCP : évitement des interblocages, pas
d’inversion de priorités, au plus un seul blocage infligé & chaque tache. Avec ce protocole, une
tache préemptée par une autre ne peut pas a son tour la préempter. Ainsi, une tache préemptée
est placée au sommet d’une pile; & la terminaison de la tache en cours d’exécution, le processeur
est attribué soit & une nouvelle tache, soit & la tache située au sommet de la pile. Cette propriété
facilite 'implémentation du protocole SRP.

Lorsque le protocole SRP est utilisé avec EDF, [10] a obtenu une condition suffisante d’ordon-
nangcabilité.

Théoréme 2.13 [10] Un systéme de tdches partageant des ressources est ordonnangable par EDF
couplé avec SRP en contexte préemptif et monoprocesseur si la condition suivante est vérifiée :

k
Vke{1,...,n} Z%

Le protocole SRP a été adapté par [101] pour tenir compte des contraintes de précédence.

2.7 Stratégies de validation

Un systéme temps-réel est ordonnangable par une politique en-ligne si et seulement si ’ordre
d’exécution des taches choisi par la politique permet d’assurer que chaque tache respecte son
échéance. Pour évaluer cette propriété, plusieurs méthodes ont été proposées. [74] a proposé des
conditions (théorémes 2.2 et 2.8, respectivement pages 20 et 22) de complexité polynomiale par
rapport au nombre de taches qui permettent d’évaluer ’'ordonnancabilité d’un systéme de taches
par RM et EDF. Toutefois, ces conditions s’appliquent seulement pour les systémes de taches &
échéances sur requéte et exécutés en contexte préemptif et monoprocesseur.

De nombreux travaux ont contribué a étendre leur contexte d’application. [50, 56, 67, 8] pro-
posent une approche basée sur le calcul du pire temps de réponse des taches. Cette méthode per-
met d’obtenir des conditions (théorémes 2.3 et 2.6, respectivement pages 20 et 21) de complexité
pseudo-polynomiale valables pour n’importe quelle politique & priorités fixes lorsque les taches sont
exécutées en contexte préemptif et monoprocesseur. Lorsque les taches sont asynchrones - i.e. &
aucun moment les taches ne se réactivent toutes simultanément, ces conditions sont généralement
pessimistes dans le sens ou elles ne sont pas nécessaires, mais seulement suffisantes.

Lorsqu’aucune condition ne peut assurer ’ordonnancabilité d’un systéme de taches par une
politique, on recourt généralement & une simulation. Pour cela, on utilise un intervalle de faisabilité
- i.e. si aucune échéance appartenant & cet intervalle n’est dépassée, alors le systéme temps-réel est
ordonnangable. Cette méthode a été introduite par [70] pour EDF. Pour obtenir un intervalle de
faisabilité, on suit généralement la démarche suivante. Tout d’abord, on montre que les séquences
d’exécution sont cycliques. Ensuite, on borne la durée d’exécution nécessaire pour atteindre le
régime cyclique ; on appelle la durée de montée en charge.

Théoréme 2.14 [70] Un systéme de tdches est ordonnancable par EDF en contexte préemptif
monoprocesseur si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :

- lordonnancement produit par simulation dans lintervalle [0, + 2P| est valide,

— Détat des instances actives (CE;s(7y,4,t)) G Vinstant r + P est le méme qu’a Uinstant r + 2P.
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Lorsque le systéme n’est pas surchargé (U < 1), [13] a montré que la deuxiéme condition est
toujours vérifiée lorsque EDF est utilisé pour produire ’ordonnancement. Ce résultat permet donc
de valider un systéme de taches en utilisant une simulation, toutefois, la complexité résultante
est exponentielle puisque la durée nécessaire dépend de la métapériode (P). Toujours pour EDF,
[13] a réduit la durée de simulation & une durée pseudo-polynomiale pour les systémes & départs
simultanés, cette borne a encore été améliorée par [93, 111].

Théoréme 2.15 [13] Un systéme de tdches a départs simultanés vérifiant U < 1 est ordonnan-
cable par EDF en contexte préemptif monoprocesseur si et seulement si toutes les échéances sont
respectées dans lintervalle :
U
O =g naxtli = D

A notre connaissance, pour les systémes de taches & départs différés, le seul intervalle de faisa-
bilité connu pour EDF est [0, 7+ 2P]. Dans [21], cet intervalle de faisabilité est étendu & n’importe
quelle politique d’ordonnancement appartenant & DCL.

Théoréme 2.16 [21] Soit m une politique d’ordonnancement appartenant ¢ DCL. Un systéme de
tdches est ordonnangable par m en contexte préemptif monoprocesseur si et seulement si toutes les
échéances sont respectées dans l’intervalle :

[0,r + 2P]

Pour les politiques & priorités fixes, [42] propose un intervalle de faisabilité spécifique. Cet inter-
valle dépend de l'ordre de priorités des taches et varie donc en fonction de la politique d’ordonnan-
cement utilisée. Toutefois, la durée de simulation correspondante reste de complexité exponentielle
(proportionnelle & la métapériode P).

Théoréme 2.17 [42] Soient (Sk)req1,...n} €t (Xi)re(1,...n} les suites définies par :

S1=m X, =S5,
Sk = max{rg,rr + ’VS’C%,:T’C—‘ Ty} X = 1) + \‘ka]'l‘k_rkJ T,

L’intervalle [X1,S, + P] est un intervalle de faisabilité du systéme de tdches T ordonnancé en
contexte préemptif et monoprocesseur par les politiques a priorités fixes vérifiant :

prio(r1) > -+ > prio(,)

La notion d’intervalle de faisabilité utilisée par [42] est plus puissante que celle que nous avons
présentée : il n’est pas nécessaire de tenir compte des instances activées avant U'intervalle de faisa-
bilité. On peut alors considérer que l'instant ¢t = X; est 'origine de ’ordonnancement.

2.8 Ordonnancement multiprocesseur

Ces derniéres années, I’étude des systémes multiprocesseurs s’est intensifiée en raison du déve-
loppement de ces architectures et aussi des besoins croissants en terme de puissance des systémes
temps-réel. Deux approches ont été suivies. L’approche partitionnée consiste & répartir statique-
ment les taches entre les processeurs, ainsi la théorie de I’ordonnancement monoprocesseur s’ap-
plique sur chaque processeur indépendamment des autres. Cependant, la répartition des taches sur
les différents processeurs est un probléme NP [40, 20], ainsi la difficulté n’est que déplacée. L’ap-
proche globale considére qu’une méme tache peut étre allouée & n’importe quel processeur, sous
I’hypothése de migration totale, une tiche peut méme changer de processeur en cours d’exécution.
Toutefois, les approches globales et partitionnées sont complémentaires pour 'ordonnancement en
priorités fixes [71] : il existe des systémes de tiches ordonnancables en priorités fixes seulement par
I’'une des deux approches.
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Cependant, la théorie de 'ordonnancement monoprocesseur ne s’applique pas & ’approche
globale. Nous montrons par un exemple dans le chapitre 3 que 'intervalle de faisabilité donné dans
[21] n’est plus valide pour des systémes de taches ordonnangés par EDF ou LLF en multiprocesseur.
D’autres “anomalies” ont aussi été relevées, par exemple [7, 44, 17]. Elles montrent que la théorie de
I’ordonnancement multiprocesseur ne peut pas étre une simple extension du cas monoprocesseur.
En particulier, il n’existe pas de politique d’ordonnancement en-ligne optimale dans le contexte
multiprocesseur [34]. Ce résultat marque la frontiére entre I'ordonnancement monoprocesseur et
multiprocesseur. De plus, la plupart des problémes d’ordonnancement en multiprocesseur sont NP-
complets, alors qu’en monoprocesseur, il existe des algorithmes polynomiaux dans de nombreux
cas.

Certains travaux adaptent au cas multiprocesseur les conditions d’ordonnancabilité établies
dans le contexte monoprocesseur, par exemple [90, 11, 76, 5, 12] : les conditions obtenues sont
généralement trés pessimistes. D’autres travaux consistent & déterminer un intervalle de faisabilité
pour les ordonnancements multiprocesseurs. A notre connaissance, seules les politiques & priorités
fixes ont été étudiées a ce jour. En particulier, aucun intervalle de faisabilité n’est connu pour des
politiques & priorités dynamiques comme EDF ou LLF.

La cyclicité des ordonnancements préemptifs et multiprocesseurs produits par les politiques &
priorités fixes a été abordée pour la premiére fois dans [22]. Les ordonnancements biprocesseurs
sont étudiés, et [22] montre qu’ils sont cycliques de période P. La durée d’exécution avant l’entrée
dans le régime cyclique est caractérisée par la date ¢. du dernier temps creux acyclique - i.e. le
dernier instant ¢ oli un processeur est oisif en ¢ et actif en ¢t + P, s’il n’en existe pas, on pose
te = —1.

Théoréme 2.18 [22] Les ordonnancements produits par les politiques & priorités fizes en contexte
préemptif et biprocesseur sont cycliques de période P au plus tard & partir de linstant t. + 1.

Parallélement, le théoréme 2.17 établi par [42] a été généralisé au cas multiprocesseur par [24].

Théoréme 2.19 [2/] Soient (Sk)req1,....n} €t (Xi)re{1,....n} les suites définies de la méme maniére
que dans le théoreme 2.17. L’intervalle [X1, S, + P] est un intervalle de faisabilité du systéme de
tdches T ordonnancé en contexte préemptif et multiprocesseur par les politiques 4 priorités fizes
vérifiant :

prio(m1) > -+ > prio(7,)

N

La méthode utilisée dans [42, 24] a été adaptée aux systémes de taches & échéances aprés
requéte. Un intervalle de faisabilité pour ces systémes de taches est proposé dans [25].

Théoréme 2.20 [25] Soient T un systéme de tdches a échéances aprés requéte et (Sk)ieq1,...n} lo
suite définie par :

S1 =T
Sy = PPCM(Tx,...,Ty) + max{rg, ), + W%;ﬂ Te}

L’intervalle [0, S,,+ P] est un intervalle de faisabilité du systéme de taches T ordonnancé en contexte
préemptif et multiprocesseur par les politiques o priorités fixes vérifiant :

prio(ty) > -+ > prio(Ty)

2.9 Approches hors-ligne

On distingue généralement plusieurs types d’approches hors-ligne. Les méthodes exactes re-
viennent généralement & réaliser un parcours exhaustif de toutes les solutions possibles. Dans le
cadre de 'ordonnancement, le probléme & résoudre étant NP-dur, toutes les méthodes exactes ont
une complexité exponentielle. Ces méthodes sont généralement basées sur des formalismes spéci-
fiques. Plusieurs travaux ont utilisé les réseaux de Petri, par exemple [18, 45, 72]. D’autres sont
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basés sur les automates finis [2, 3, 4, 63], ou encore sur la géométrie discréte [62, 64]. Pour les
systémes de taches ordonnancables, ces méthodes permettent d’exhiber un ordonnancement valide
destiné & étre implanté dans un séquenceur. Elles sont généralement intéressantes pour la richesse
des interactions entre les taches que 'on peut prendre en compte. Malheureusement, leur com-
plexité est tellement importante qu’elles ne sont pas utilisables avec des systémes temps-réel de
taille industrielle.

Pour obtenir des solutions en un temps raisonnable, des méthodes approchées ont été appli-
quées au probléme de 'ordonnancement. Elles permettent d’obtenir une solution approchée d’un
probléme NP en un temps polynomial. Ces techniques sont basées sur le recuit simulé, la mé-
thode tabou, les algorithmes génétiques[41] et les processus de décision markoviens[89]. A notre
connaissance, seuls les algorithmes génétiques ont été appliqués au probléme de la validation des ap-
plications temps-réel, par exemple dans [87]. Les articles [53, 54] présentent une comparaison entre
ces méthodes appliquées au probléme de ’allocation de fréquence; [65] propose une application
des processus de décision markoviens au probléme de la planification de trajectoire en robotique.

Finalement, on peut distinguer une troisiéme catégorie de méthodes hors-ligne : celles basées
sur le calcul hors-ligne de paramétres d’ordonnancement en-ligne. L’exemple le plus représentatif
de cette catégorie est ’algorithme d’Audsley pour attribuer des priorités fixes [9]. Le principe de ces
méthodes est de déterminer & I’avance certaines caractéristiques du mécanisme d’ordonnancement :
certaines décisions sont prises hors-ligne, et d’autres en-ligne. Ces caractéristiques peuvent étre la
priorité de certaines taches, ou la date d’activation de certaines instances, etc. Cette approche
permet d’augmenter la puissance d’ordonnancement des méthodes en-ligne sans tomber dans la
rigidité généralement imposée par les méthodes hors-ligne.
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Chapitre 3

Préambule

Dans ce chapitre, nous donnons tout d’abord de nouveaux exemples pour mettre en évidence
les différences entre ’ordonnancement en contexte monoprocesseur et celui en contexte multipro-
cesseur. Nous nous placons ici dans le cadre des exécutifs préemptifs avec migration totale. Dans
ce contexte, des exemples [7, 44, 17] ont déja permis de constater certaines différences. Ceux que
nous présentons ici permettent de faire ressortir les points suivants :

— la borne de la montée en charge - i.e. la durée avant qu’un ordonnancement soit cyclique,

n’est pas r + P pour EDF et LLF en multiprocesseur,

— [0,7 + 2P] n’est pas un intervalle de faisabilité pour EDF en multiprocesseur.

L’étude de la cyclicité des séquences d’exécution est 1’un des thémes de recherche traités au LISI.
Des exemples similaires ont aussi été proposés par Mme Choquet-Geniet. Les constats que nous
faisons ici sont en partie issus des discussions que nous avons eues ensemble.

Dans ce chapitre, nous faisons ensuite ressortir 'une des particularités de la classe de politiques
d’ordonnancement PFI : il existe des séquences valides produites par ces politiques qui sont acy-
cliques. Durant nos travaux, nous avons étudié cette classe de politiques & plusieurs reprises. Nous
avons été amenés i distinguer deux sous-classes que nous présentons a la fin de ce chapitre.

3.1 Borne de la durée de montée en charge

La durée de montée en charge correspond & la durée d’exécution nécessaire pour atteindre la
partie cyclique d’un ordonnancement. Il est montré dans [21] que cette durée est bornée par r + P
pour les séquences d’exécution monoprocesseur engendrées par une politique d’ordonnancement
appartenant & DCL. Nous montrons ici que cette borne n’est plus valide dans le cas multiprocesseur
4 aide de deux exemples de séquences d’exécution, I'une produite par EDF, et ’autre par LLF.
Pour EDF, [17] donne déja un un tel exemple.

Exemple 3.1 Considérons le systéme de tiches suivant :

les taches sont dans le méme état (CE‘(T“,I})

FiG. 3.1 — Ordonnancement biprocesseur du systéme de taches de ’exemple 3.1 par EDF
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| % C k D k Tk
| 3 5 7 8
n|l 0 4 7 8
|l 0 4 6 8
n|lo 1 4 8

La figure 3.1 présente la séquence d’exécution biprocesseur produite par EDF pour ce systéme de
taches (lorsque deuz instances ont la méme priorité, on choisit toujours celle de plus faible indice).
Le régime cyclique débute a t = 14, il commence donc aprés r + P = 11.

Exemple 3.2 Considérons le systéme de tdches suivant :

| 7 Cyn Dy Ty
nl10 2 4 8
T | 1 5 6 8
73 | 0 3 7 8
T4 | 5 5 6 8

La figure 3.2 indique la séquence d’exécution biprocesseur produite par LLF pour ce systéme de
taches (lorsque deuz instances ont la méme priorité, on choisit toujours celle de plus faible indice).
Le régime cyclique débute a t = 15, il commence donc aprés r + P = 13.

Dans ces deux exemples, on constate que la durée de montée en charge est supérieure & la borne
établie dans le cas monoprocesseur. On remarque aussi que la borne est dépassée, mais de peu.
Nous les avons choisis ainsi pour pouvoir les présenter facilement. Considérons le systéme de taches
{r = (4,8,20,20), 72 = (3,9,20,20), 75 = (1,9,20,20), 74 = (11,12, 20, 20)} ordonnancé par EDF
en biprocesseur. La séquence d’exécution obtenue est valide et est cyclique & partir de ¢ = 139, soit
aprés r + 6 P. Ainsi, le nombre de métapériodes nécessaire pour atteindre le régime cyclique peut
étre trés grand, relativement & la taille du systéme de taches.

3.2 Intervalle de faisabilité

Un intervalle de faisabilité est un intervalle temporel tel que si au moins une échéance est
manquée durant toute la vie d’un systéme temps-réel, alors il existe au moins une échéance manquée
dans cet intervalle. Un tel intervalle permet donc de décider I’ordonnancabilité d’un systéme de
taches en ne considérant qu’une partie finie de la séquence d’exécution, par exemple par une
simulation.

L’intervalle [0, r+2P] est un intervalle de faisabilité pour les séquences d’exécution en monopro-
cesseur produites par des politiques d’ordonnancement appartenant 4 DCL [21]. Nous exhibons ici
une séquence d’exécution biprocesseur produite par EDF ou la premiére échéance manquée arrive
aprés 7+ 2P, ce qui établit que [0, 7 + 2P| n’est pas un intervalle de faisabilité en multiprocesseur.

les taches sont dans le méme état (CE (T, ,.))

F1G. 3.2 — Ordonnancement biprocesseur du systéme de taches de ’exemple 3.2 par LLF
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Exemple 3.3 Reprenons le systéme de tdches de l'exemple 1 en incrémentant Cy d’une unité :

C

| e Ci Di Ty
| 3 5 7 8
2| 0 4 7 8
w0 4 6 8
nlo 2 4 8

La figure 3.8 fournit la séquence d’exécution biprocesseur produite par EDF pour ce systéme de
taches (lorsque deux instances ont la méme priorité, on choisit toujours celle de plus faible indice).
A Vinstant t = 26, la 3¢ instance de 7| manque son échéance. Or, Uintervalle de faisabilité en
monoprocesseur pour ce systéme de tdches est [0, 19].

3.3 Propriétés propres a4 PFI

Les séquences d’exécution monoprocesseur produites par des politiques appartenant & DCL sont
cycliques de période P [21]. L’exemple suivant montre qu’il existe des séquences valides d’exécution
monoprocesseur produites par une politique appartenant & PFI qui sont cycliques de période 2P
et non de période P.

Exemple 3.4 Considérons le systéeme de tdches suivant :

| e Ci Di Ty
| 0 1 2 2
T | 0 1 2 2

Et la méthode d’attribution des priorités suivantes :

priorité
Tii i mod 2 ot x mod y est le reste de la division euclidienne de x par y.
72,4 (Z + 1) mod 2

La figure 3.4 fournit la séquence d’exécution que l’on obtient en monoprocesseur. La méta-
période est P = PPCM(2,2) = 2. Or, la séquence n’est pas périodique de période 2, mais de
période 4 = 2P.

L’exemple suivant montre qu’il existe des séquences d’exécution valides en monoprocesseur
produites par une politique appartenant & PFI qui ne sont pas cycliques. Un exemple ayant des
propriétés similaires est présenté dans [43], il est construit & partir de EDF et de la suite des
nombres premiers. Ici, nous utilisons les décimales de .

Fic. 3.3 — Ordonnancement biprocesseur du systéme de taches de I'exemple 3.3 par EDF

7 O wemm ¢ weiem 0 weem O
"2 Po— m—

F1G. 3.4 — Exemple de séquence valide cyclique de période 2P
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Exemple 3.5 Considérons la suite (7;)ren des décimales de 7, i.e. mg = 3, m1 = 1, mo = 4, etc.
Considérons maintenant, un systéme formé de 10 tdches périodiques ayant les paramétres temporels
suwants :

VT € T,7 = O,CzC =1,D, =T, =10

Quelle que soit Uattribution des priorités, ce systéme de tdches est ordonnancable en mono-
processeur (dés que la séquence est conservative). Etudions sa cyclicité lorsque les priorités sont
attribuées de la maniére suivante :

Y7k, € T, prio(t,;) = (k + m;) mod 10

Pour la i® métapériode, 'ordre dans lequel sont exécutées les taches dépend de la i® décimale
de w. Donc, les portions de séquences correspondant & deux métapériodes différentes i et j sont
identiques si et seulement si la i® décimale de T est la méme que la j° décimale de w. Or, les
décimales de m n’admettent aucun cycle [13], il en est alors de méme pour lo séquence d’exécu-
tion engendrée par cette méthode d’attribution des priorités. Il existe donc des séquences wvalides
acycliques engendrées par une politique d’ordonnancement appartenant ¢ PF1I.

Ces deux exemples montrent qu’il existe des séquences d’exécution valides produites par des
politiques appartenant 4 PFI qui ne sont pas cycliques de période P. Il en est donc de méme pour
les politiques & priorités dynamiques (DYN). On peut aussi en déduire que PFI n’est pas inclus
dans DCL, puisque toutes les séquences valides monoprocesseurs de DCL sont cycliques de période
P [21]. D’autre part, DCL n’est pas inclus dans PFI puisque LLF n’appartient pas & PFI. On a
donc :

PFI ¢ DCL et DCL ¢ PFI

Remarquons finalement que la politique d’ordonnancement que nous avons construite dans
I’exemple 3.5 est déterministe : il n’y a jamais d’ambiguité lors de la génération de la séquence,
autrement dit, on ne peut lui faire correspondre qu’une unique séquence.

3.4 Sous-classes de PFI : PFI et PFI

Dans la section 2.1, nous avons présenté plusieurs classes de politiques d’ordonnancement. Lors
de nos travaux, nous avons aussi étudié deux sous-classes de PFT :
— PFI : les relations de priorité entre les instances sont préservées entre deux métapériodes :

prio(Tx,i) > prio(ty i) = Vi € Z, prio(Tk,itjs, ) > Prio(Te ir+js,, )
— PFI: les priorités de deux instances équivalentes & 7 métapériodes prés sont identiques :
V7i,i € T,Vj € Z,prio(ty,;) = prio(Tkitjs, )
Ces deux classes sont des sous-ensembles de PFI, plus précisément, on a :
PFI c PFI C PFI

Dans [20], Carpenter et al. montrent que EDF appartient & PFI et que LLF n’appartient
pas & PFI. D’autre part, EDF et LLF appartiennent toutes deux & DCL. Etudions maintenant
I’appartenance de EDF a PFI.

Théoréme 3.1 La politique EDF appartient ¢ PFL
Démonstration :

Considérons 'attribution de priorités suivante :

1

pT’LO(Tk,i) = dk,i ¥ 1/(k ¥ 1)
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Cette attribution donne les mémes priorités que EDF, elle intégre en plus la régle permettant de
départager les instances de méme échéance par l'indice de la tache. Cette méthode d’attribution
appartient & PFI. On obtient aussi :

pT‘iO(Tk)i) > pT‘iO(Tk/)i/) = d;m + 1/(k + 1) +jP < dk/Jv + 1/(k/ + 1) + 5P
= dk,iJrj(;k =+ 1/(]{3 + 1) < dk’,i/+j5k/ “+ 1/(]{3/ =+ 1)
= prio(Tk,itjs, ) > Prio(Te i vjs,, )

Cette méthode d’attribution appartient donc & PFI, et donc EDF € PFI.
CQFD.

Dans le chapitre 8, nous étudions le positionnement de EDF par rapport & PFL
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Chapitre 4

Cyclicité des ordonnancements de
taches périodiques

4.1 Introduction

La cyclicité des séquences d’exécution est une propriété importante pour calculer des intervalles
de faisabilité. Les études précédentes portant sur la cyclicité traitent généralement d’une politique
d’ordonnancement particuliére ou d’une classe particuliére de politiques d’ordonnancement. Elles
sont aussi généralement propres & un exécutif temps-réel particulier. Par exemple, [70, 13] montrent
que [0,7 + 2P] est un intervalle de faisabilité pour EDF en contexte monoprocesseur et préemptif
avec migration totale. Ce résultat a été étendu a toute politique appartenant & DCL par [21].
Peu de travaux traitent du cas multiprocesseur. Pour les politiques & priorités fixes, [22, 24, 25]
montrent que les séquences d’exécution produites sont cycliques, ils fournissent aussi un intervalle
de faisabilité. A notre connaissance, pour les politiques qui ne sont pas & priorités fixes comme
EDF et LLF, aucun intervalle de faisabilité n’est connu en multiprocesseur.

On peut distinguer un grand nombre de classes d’ordonnanceurs en fonction des informations
et des méthodes utilisées pour attribuer les priorités : par exemple, les paramétres temporels des
taches, I’état dynamique des instances actives (charge absorbée, distance & 1’échéance), I'indice
des taches, le numéro des instances, la durée écoulée depuis le début de ’exécution. Pour chacune
d’elles, le probléme de la cyclicité des séquences d’exécution produites doit étre étudié. Toutefois,
les exemples précédents montrent que cette étude est vouée & ’échec dans PFI et donc aussi dans
DYN. Les deux contextes les plus généraux que ’on puisse alors considérer pour cette étude sont
PFI et DCL. Malheureusement, rien ne prouve que I'une de ces deux classes englobe I’autre, et ’'on
est alors amené & développer plusieurs analyses. A cela s’ajoute la diversité des exécutifs temps-réel,
des interactions entre les taches, etc.

Une autre approche consiste & énoncer des hypothéses portant sur les propriétés des séquences
plutét que sur les mécanismes utilisés pour les engendrer. Si ces hypothéses sont suffisamment
générales, elles permettront d’englober les séquences engendrées par un grand nombre de poli-
tiques d’ordonnancement. C’est ’approche que nous suivons ici. Nos hypothéses initiales portent
uniquement sur le temps de réponse des instances. Notre objectif est de fournir une méthode la
plus générale possible pour aborder le probléme de la cyclicité des séquences d’exécution. Notre
démarche se déroule en deux temps :

1. tout d’abord, nous établissons un certain nombre de résultats concernant les séquences d’exé-
cution qui satisfont nos hypothéses de travail,

2. ensuite, nous étudions les politiques d’ordonnancement qui engendrent des séquences d’exé-
cution satisfaisant nos hypothéses de travail.

Dans la section 4.2, nous présentons nos hypothéses de travail en discutant nos choix et en
les justifiant par des exemples. Dans la section 4.3, nous démontrons nos principaux résultats.
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Et dans la section 4.4, nous montrons que notre étude s’applique & une large classe de politiques
d’ordonnancement englobant par exemple RM, DM et EDF. Finalement, nous présentons certaines
perspectives possibles.

4.2 Contexte d’étude

Nous ne traitons que les systémes composés de taches périodiques. Nous ne faisons aucune
hypothése sur les échéances des téches : elles peuvent étre plus petites, ou égales, ou plus grandes
que les périodes. Comme nous ne considérons que les taches qui ne sont pas parallélisables, on doit
avoir :

V1, € 1,Cr < Dg

De méme, nous ne faisons aucune hypothése sur ’exécutif temps-réel ciblé, sur les interactions
entre les taches, et sur la politique d’ordonnancement utilisée. Notre contexte d’étude est donc
essentiellement défini par deux hypothéses de travail.

Notre premiére hypothése signifie que le temps de réponse d’une instance est supérieur ou égal
A celui des instances équivalentes des métapériodes précédentes. Dans la suite, nous exprimons
cette hypothése en énoncant simplement que les temps de réponse ne diminuent pas :

VTkﬁi €T, TRS(TkJ') < TRS(Tk,i+6k)

Notre seconde hypothése signifie que lorsque le temps de réponse d’une instance est supérieur &
celui de 'instance équivalente de la métapériode précédente, alors elle a été retardée par une autre
instance dont le temps de réponse a aussi augmenté. Dans la suite, nous exprimons cette hypothése
en énoncgant simplement que les temps de réponse croissent seulement par effet domino. Nous avons
été amenés 3 étudier plusieurs “versions”’ de cette hypothése. La premiére stipule que lorsque le
temps de réponse d’une instance augmente, alors il en existe une seconde dont le temps de réponse
a augmenté et qui s’est terminée durant ’exécution de la premiére. Formellement parlant, cette
premiére version s’exprime ainsi :

VTkﬁi €T, TRS(Tkﬁi) < TRS(Tk,i+6k)
=
o €T, Thyito, < €s(Thr i) < €s(Thyits, )N
[TRs(Tk’,i’—sz,) < TRS(TIC/J'/) Vrg g < T+ P]

Cette propriété est généralement vérifiée, mais en multiprocesseur il existe des contre-exemples
(exemple 4.1).

Exemple 4.1 Considérons le systéme de tdches suivant :

| e Ci Dy Ty
T1 1 5
T2 1 5
T3 | 4 4 5 5

La figure 4.1 indique la séquence d’exécution obtenue en biprocesseur lorsque T est la tdche la
moins prioritaire. Le temps de réponse de la deuxiéeme instance de 7o augmente par rapport a celui
de la premiére instance. Or, il n’existe aucune instance dont le temps de réponse augmente et qui se

S
D

S
D

T | &
T, $ &
T3 &

FiG. 4.1 — Contre-exemple de la premiére version de I’hypothése de croissance des temps de réponse
seulement par effet domino
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termine durant lo vie de 121 (dans Vintervalle [5,7[). Ainsi, la premiére version de Uhypothése de
croissance de temps de réponse par effet domino n’est pas vérifiée en biprocesseur avec les politiques
4 priorités fizes.

La construction d’un tel exemple n’est pas possible en monoprocesseur, puisque lorsqu’une
instance est retardée par une autre, celle-ci a forcément une priorité plus forte, et elle se termine
donc avant. Par contre, nous avons di reformuler cette hypothése pour le cas multiprocesseur.

La deuxiéme version que nous avons développée stipule que lorsque le temps de réponse d’une
instance augmente, alors au moment de son activation, il en existe une seconde dont le temps de
réponse a augmenté. On obtient alors :

V1ei €T, Thi =71+ PATRs (k) > TRs(Thi—s,)
=
37‘;@/71'/ ET, Tk <Tki < 65(779171'/)/\
[TRS(Tk/)i/) > TRs(Tk/,i’—ék/) Vrg g < T+ P]

Techniquement parlant, la différence entre ces deux versions est minime : dans la premiére, I’écar-
tement entre les deux instances concernées est exprimé & partir des échéances, alors que dans la
seconde, il est exprimé & partir des dates d’activation. L’analyse qui découle de cette hypothése
est insensible & cette différence : elle peut étre menée avec I'une ou ’autre. Toutefois, la deuxiéme
version étant plus générale, c’est celle que nous utilisons dans la suite.

Nous traitons maintenant deux exemples de séquences d’exécution pour illustrer nos deux
hypothéses : non-décroissance des temps de réponse et croissance des temps de réponse seulement
par effet domino (seconde version).

Exemple 4.2 Reprenons la séquence d’exécution présentée sur la figure 3.1 (exemple 3.1), et exa-
minons les temps de réponse des instances :

Tk, | Tk | Tk,2 | Tk,...
n| 6| 7 7] =
To 5 5 6 =
=l 41 5 | 5 §
T4 1 1 1 =

Pour ce systéme de tdches, on a 0, = 1 pour toutes les taches T, € T, il n’y a donc qu’un seul
groupe d’instances par tdche. On constate que les temps de réponses sont bien croissants. Cette
séquence d’exécution vérifie donc notre premiére hypothése.

Ezaminons maintenant les instances Ty s, Verifiant vy i1s, > v+ P et dont le temps de réponse
augmente par rapport & Ty ;, on identifie : 71 1, T2 2. Pour chacune d’elles, on obtient :

Thyitoi I i i < e < es(Trr i)

g g <1+ P TRS(T]C/’Z'/) > TRS(Tk/yilfgk,)
72,2 71,1
71,1 73,1

Ainsi, pour chacune d’elles, il existe une instance permettant de valider I’hypothése de croissance
par effet domino. Cette séquence d’exécution engendrée par EDF vérifie donc les deuz hypothéses
que mous avons énonceées.

L’exemple suivant montre que nos hypothéses sont méme vérifiées par des séquences produites
par LLF, et donc propres & DCL.

Exemple 4.3 Reprenons la séquence d’exécution présentée sur la figure 3.2 (exemple 3.2), et exa-
minons les temps de réponse des instances :
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Tk,0 Tk,1 Tk,2 Tk,...

Al 2 31 3] =
2
T 51 516 ©
=1 41 51 35 §
Ll 5161 6| =

Pour ce systéme de tdches, on a 0, = 1 pour toutes les tdches 1, € 7, il n’y a donc qu’un
seul groupe d’instances par tdche. On constate que les temps de réponse sont bien croissants. Cette
séquence d’exécution vérifie donc notre premiére hypothése.

Ezaminons maintenant les instances Ty s, vérifiant ri 15, > v+ P et dont le temps de réponse
augmente par rapport & Ty ;, on identifie : T2 2, Ta1. Pour chacune d’elles, on obtient :

Thi-+6 g v [P a0 < Thoi < €s(Thr ir)

Tera <71+ P TRS(T;C/J'/) > TRs(Tk’,i’—ék/)
72,2 T4,1
T4,1 73,1

Ainsi, pour chacune d’elles, il existe une instance permettant de valider I’hypothése de croissance
par effet domino. Cette séquence d’exécution engendrée par LLF vérifie donc les deux hypothéses
que nous avons énoncées.

On peut justifier ces hypothéses par les arguments suivants. La charge injectée lors de chaque
métapériode est croissante : pour chaque métapériode postérieure & r, la charge injectée est U.P
(lemme 2.1), pour les métapériodes antérieures, elle est strictement inférieure & U.P. Or, si la
charge injectée est croissante, 'aptitude du systéme & servir chaque tache diminue, et donc, les
temps de réponse augmentent ou au mieux stagnent. Lorsque le temps de réponse d’une instance
est supérieur A celui de l'instance équivalente de la métapériode précédente, cela signifie qu’elle a
eu moins rapidement accés & un processeur, et donc qu’au moment de son activation, le systéme
était plus chargé que lors de la métapériode précédente.

4.3 Intervalle de faisabilité

En nous appuyant sur les deux hypothéses énoncées dans la section 4.2, nous proposons ici
une nouvelle approche de 'ordonnancement multiprocesseur des systémes de taches périodiques.
Tout d’abord, nous étudions certaines conditions permettant d’affirmer que le temps de réponse
des instances est borné. Ensuite, nous en déduisons que les temps de réponse se stabilisent, et nous
donnons une borne de la durée avant stabilisation. Finalement, nous établissons un intervalle de
faisabilité.

4.3.1 Majoration des temps de réponse

Dans cette section, nous étudions les séquences vérifiant les deux propriétés suivantes :

— non-décroissance des temps de réponse

— conservativité
Dans toute la suite, nous désignons par ST I’ensemble des séquences d’exécution de 7 vérifiant
ces deux propriétés. Nous montrons pour les séquences de ST que si la charge du systéme est
inférieure ou égale au nombre de processeurs, alors les temps de réponse sont bornés. Cette propriété
est importante puisque conjuguée avec la non-décroissance des temps de réponse, elle permet
d’assurer leur stabilisation (résultat établi en section 4.3.2). Cette propriété a aussi un autre intérét
puisqu’elle établit I’existence d’une borne maximale des dépassements d’échéance dés que le systéme
n’est pas surchargé.

Pour obtenir ce résultat, nous raisonnons par contraposée : si les temps de réponse ne sont
pas bornés, alors la charge du systéme est strictement supérieure au nombre de processeurs. Nous
commencons par établir certaines propriétés induites par le fait que les temps de réponse ne soient
pas bornés.
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Lemme 4.1 Soit s € ST telle que le temps de réponse des instances n’est pas borné. Le nombre
d’instances actives simultanément n’est pas borné.

Démonstration : Soient s € ST et M € N.

Par hypothése, le temps de réponse n’est pas borné, ainsi pour tout m € N, il existe une instance
Tr,i telle que T Ry(7x,5) > m.

Il existe donc une instance 73 ; telle que TR4(73,;) > M.P.

Ainsi, pendant I’exécution 73 ;, il y a eu au moins M instances générées :

Tk,i+6k ) Tk,i+2.§k7 L) 7Tk,i+M.§k

A la terminaison de 7 ;, ces M instances sont toujours actives puisque leur temps de réponse
ne peut pas étre inférieur a celui de 7y ;.
CQFD.

Lemme 4.2 Soit s € ST telle que le temps de réponse des instances ne soit pas borné. La charge
restante n’est pas bornée.

Démonstration : Soient s € ST et M € N.

Par hypothése, le temps de réponse des instances exécutées selon ’ordre établi par s n’est pas
borné, ainsi d’aprés le lemme 4.1, le nombre d’instances actives simultanément n’est pas borné.

Il existe donc ¢t € N tel que le nombre d’instances actives soit au moins égal & M. Ces M
instances sont actives, donc leur charge restante ne peut pas étre nulle, elle est donc au minimum
de 1. Ainsi, la charge pendante dans le systéme & l'instant ¢ est au moins égale & M.

CQFD.

Lemme 4.3 Soit s € ST telle que les temps de réponse des instances ne soit pas borné. Le systéme
arrive 4 saturation et reste indéfiniment saturé.

Démonstration : Soit s € ST.

Par hypothése, le temps de réponse des instances exécutées selon ’ordre établi par s n’est pas
borné, ainsi d’aprés le lemme 4.1, le nombre d’instances actives simultanément n’est pas borné.

Ainsi, il existe ¢ € N tel que le nombre d’instances actives soit supérieur ou égal a p.P.

Par hypothése, la séquence s est conservative, on a donc s; = min{p, |s}|} = p. Ainsi, le systéme
est saturé & l'instant ¢.

D’autre part, le nombre d’instances actives & I’instant ¢ + 1 est au moins p.(P — 1). Le systéme
est donc encore saturé a l'instant ¢t + 1, et il en est de méme au moins jusqu’a l'instant ¢t + P — 1.
Le systéme est donc saturé sur la métapériode commencant & 'instant ¢.

Considérons maintenant ’ensemble F des instances actives & l'instant ¢. Pour chaque instance
Tri € E,on arg; <tetes(rr,;) >t On obtient alors :

VTii € E vk ivs, <t+P
De plus par hypothése, le temps de réponse des instances ne peut pas diminuer, on obtient aussi :
Vi € B, es(Thivs,) >t + P
Ainsi, le nombre d’instances actives en ¢ + P est au moins égal & celui en ¢, le systéme est donc
aussi saturé det+ P &t + 2P — 1. Il en est aussi de méme pour tous les instants ¢ + N.P, et donc

le systéme est indéfiniment saturé a partir de .
CQFD.

Nous pouvons maintenant démontrer le résultat annoncé.
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Théoréme 4.1 Soit s € ST. §i U < p, alors le temps de réponse des instances, exécutées selon
Uordre établi par s, est borné.

Démonstration : Soit s € ST.
Raisonnons sur la contraposée. Posons pour 0 < k < P :

Ey = {t|t mod P = k} et Fj, = {U,(t)|t mod P = k}

Par hypothése, le temps de réponse des instances, exécutées selon ’ordre établi par s, n’est pas
borné, ainsi d’aprés le lemme 4.2, la charge restante n’est pas bornée. D’autre part, il existe un
nombre fini d’ensembles Fy (0 < k < P), il existe alors au moins un de ces ensembles qui n’est pas
borné, notons-le Fx.

Soit t € E et posons E = {t'|t' <tett € Ex}.

L’ensemble E est fini, ainsi ensemble des valeurs U, (') pour ' € E est borné. Or Fx n’est
pas borné, il existe donc ¢’ € Ex \ E tel que U,(t') > U,(t)-

Ainsi quel que soit t € Ek, il existe t’ € Ex tel que t' > t et U,(t') > U(t).

Par hypothése, le temps de réponse des instances, exécutées selon ’ordre établi par s, n’est pas
borné, ainsi d’aprés le lemme 4.3, il existe ¢ € N tel que le systéme est toujours saturé & partir de
t. Il existe donc aussi t > r et appartenant & Ex tel que le systéme est toujours saturé & partir de
t.

Or, d’aprés ce qui précéde, il existe ¢’ € Ex tel que t' >t et Uy(t') > U (t).

Notons K le nombre de métapériodes séparant ¢t et t' : K = t,T’t.

D’aprés le lemme 2.1, la charge injectée entre t et t' est égale & K.U.P, puisque ¢ > r. Or, le
systéme est saturé a partir de ¢ et la séquence s est conservative, donc la charge absorbée entre ¢
et ' est égale & K.P.p.

On obtient donc successivement :

Us(t') = Us(t) + K.U.P — K.Pp
K.UP— K.Pp=Ut)—Ust) >0
U>p
CQFD.

Pour obtenir ce résultat, nous utilisons le fait que la séquence s est conservative dans le lemme
4.3 seulement pour assurer que s’il y a au moins p instances actives & un instant donné, alors il y a
exactement p instances exécutées A cet instant-1a. Lorsque les instances actives sont attribuées aux
processeurs dynamiquement, cette propriété est vérifiée : dés qu’une instance se termine, toutes
les instances en attente peuvent étre choisies : elles ne sont pas pré-attribuées aux processeurs.
Ainsi, dans le cadre de I’approche globale, cette propriété est vérifiée dés que le contexte est non-
préemptif, ou dés que la migration des instances est globale. En contexte préemptif avec migration
partielle, dés qu’une instance a débuté son exécution sur un processeur, elle ne peut plus en changer,
d’autre part, une instance peut-étre interrompue au profit d’'une autre. Ainsi dans ce contexte, il
peut y avoir plusieurs instances actives mais toutes attribuées au méme processeur, I’hypothése de
conservativité n’est alors plus vérifiée.

Ainsi, le domaine d’application du théoréme 4.1 dépend des interactions entre les tiches et de
Pexécutif temps-réel ciblé. Lorsque les tiches ne peuvent pas étre bloquées (par exemple, si elles
sont indépendantes), et lorsque l'exécutif est non-préemptif ou que la migration est totale, alors
le théoréme 4.1 est directement applicable. Pour les autres contextes, on doit d’abord étudier leur
impact sur ’hypothése de conservativité avant d’appliquer le théoréme 4.1. D’autre part, on peut
facilement adapter le théoréme 4.1 a4 'ordonnancement selon I'approche partitionnée : pour les
séquences de ST, les temps de réponse sont bornés dés que la charge attribuée & chaque processeur
est inférieure ou égale a 1.
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4.3.2 Stabilisation des temps de réponse

Tout d’abord, énoncons formellement ce que nous entendons par la stabilisation des temps de
réponse.

Définition 4.1 Soit s une séquence d’erécution. Les temps de réponse des instances, erécutées
selon ordre établi par s, sont stables a partir de t € N si et seulement si :

VT}M ET,Tk; =t = TRS(TkJ') = TRS(Tk,i+6k)

Cette propriété permet d’assurer une certaine régularité dans une séquence d’exécution : aprés
un certain temps, les temps de réponse n’évoluent plus. Cette régularité est moins rigide que celle
imposée par la cyclicité : peu importe qu’il y ait de petites variations locales dans une séquence
d’exécution tant que le comportement global (les temps de réponse) n’est pas affecté.

Cette régularité permet d’assurer Pexistence d’un intervalle de faisabilité fini : il suffit d’étudier
la séquence jusqu’a ce que les temps de réponse n’évoluent plus pour valider ou invalider une
séquence d’exécution. Pour montrer que les temps de réponse se stabilisent, nous nous appuyons
sur le fait qu’ils sont bornés et non-décroissants. Ensuite, nous présentons les deux contextes pour
lesquels nous assurons que les temps de réponse se stabilisent.

Théoréme 4.2 Soit s une séquence d’exécution telle que les temps de réponses soient bornés et
non-décroissants. Il existe un instant & partir duquel les temps de réponse sont stables.

Démonstration :
Soit M un majorant des temps de réponse des instances, puisqu’'une méme instance n’est pas
parallélisable, on obtient :
V7i € T,Cr < TRS(TIM') <M

Or, par hypothése, les temps de réponse ne peuvent pas diminuer, on a donc aussi :
V1 € T,Vi < 0, Cr < TRS(TIM') < TRs(Tk,i-i-sz) < TRS(Tk7i+25k) <...<M

Les indices j vérifiant T R(7xij5,) < TRs(Th,it(j+1)5,) sont en nombre fini. Il existe donc
A € N tel que :

V7 € T,Vi < 0k, Vi > AT Ry (Thitjs ) = TRs(Thiv (j+1)5,,)

CQFD.

En utilisant la condition qui assure que les temps de réponse sont bornés (théoréme 4.1), on
obtient le corollaire suivant.

Corollaire 4.1 Soit s une séquence d’exécution conservative telle que les temps de réponse ne
diminuent pas. Si U < p, alors il existe un instant a partir duquel les temps de réponse sont
stables.

Une séquence d’exécution est valide seulement si toutes les instances respectent leur échéance.
Ainsi, toutes les instances 73, ; doivent vérifier : T R(73, ;) < Dj. On peut donc aussi borner le temps
de réponse par cette hypothése. On obtient alors le corollaire suivant.

Corollaire 4.2 Soit s une séquence d’exécution valide telle que les temps de réponse ne diminuent
pas. Il existe un instant a partir duquel les temps de réponse sont stables.

Le premier corollaire revét une importance particuliére puisqu’il permet d’assurer la stabilisa-
tion des temps de réponse sans utiliser le fait que la séquence soit valide. On peut alors étudier
les temps de réponse des instances pour une séquence donnée (valide ou non), et déterminer en-
suite les échéances minimales que l’on peut imposer aux taches, ou plus généralement, énoncer un
diagnostic fini portant sur intégralité de la séquence d’exécution.
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4.3.3 Durée de stabilisation des temps de réponse

Dans cette section, nous étudions les séquences d’exécution vérifiant les trois propriétés sui-
vantes :

— les temps de réponse ne peuvent pas diminuer,

— les temps de réponse ne peuvent croitre que par effet domino,

— les temps de réponse sont bornés.
Dans toute la suite, nous désignons par S* I’ensemble des séquences d’exécution vérifiant ces trois
propriétés. Nous donnons maintenant une borne maximale de la durée de stabilisation des temps
de réponse. Notre démarche consiste & déterminer le rythme de croissance minimal des temps de
réponse. Effectivement, ’effet domino permet de majorer la longueur des intervalles temporels ne
contenant aucune activation d’instance dont le temps de réponse augmente. On peut alors donner
une borne maximale de la durée de stabilisation puisque les temps de réponse ne diminuent pas et
évoluent dans un intervalle borné.

Le théoréme suivant donne une condition de détection de la stabilisation des temps de réponse
et permet de minorer le rythme de croissance des temps de réponse.

Théoréme 4.3 Soient s € S*, M un majorant des temps de réponse et t > r. Les temps de
réponse sont stables a partir de t dés que la condition suivante est vérifiée :

VTk,i ET,t g <t+ M = TRS(TIM') = TRs(Tk,i-i-sz)

Démonstration :
Raisonnons par I’absurde. Supposons qu’il existe une instance 7y, ; telle que 71 ; > t et vérifiant :

TRS (Tk,i) < TRS (Tk,iJrék )

Par hypothése, on a ¢ > r, on en déduit ry ;15 > r+ P, donc d’aprés I’hypothése de croissance
des temps de réponse seulement par effet domino, il existe une instance 73 i/ 15,, vérifiant :

= TR sy < Thive, < €s(Thir45,)

- TRS(T;C/J'/) < TRs(Tk’,i’-i-sz,) ou ris ir45, <T + P

Supposons 7y i15,, > r + P. L’instance Tht it +61, vérifie alors les hypothéses satisfaites par
Th,i+6,- On peut donc appliquer & Tkt it +61, le raisonnement que I’on vient de mener avec 7y ;4s, -
On en déduit qu’il existe une suite (u;)o<;<; d’instances 7, 5, vérifiant :

1. up = Tk, i+6 et Tay,p < r+ P
2. Vj S {1, . ..,l},Ta].ﬁj < T 1,851 < es(Taj,ﬁj)
3. Vj S {0, . ..,l — 1},TRS(Taj,ﬁj) > TRS(Taj7Bj_5aj)

Par hypothése, on a r4; > t, et donc r, 5, > ¢t + P. En utilisant (1), on obtient aussi 74, 8, <
r+ P <t+ P. Il existe donc une instance 7, g, vérifiant :

Toj_ 1,81 >t+ Pet Tay,B; <t+ P

Par (2), on obtient :
Ta;_1,8j-1 — Tay,B; < eS(Taj;ﬁj) —Ta;,8;

Puisque M est un majorant des temps de réponse des instances, on obtient :
Taj_1,8j-1 — Ta;,B; < M

Or par hypothése, on a o, 5, <t -+ P, on obtient donc :
Toj 1,81 < t+ P+ M

Et finalement, on a :
t+P<ry_,p_,<t+P+M
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La propriété (3) étant aussi vérifiée, 'instance 7, _, Bj-1—6a,_, contredit la propriéte satisfaite par
Pinstant ¢.
CQFD.

On peut maintenant déterminer une borne maximale de la durée de stabilisation des temps de
réponse.

Théoréme 4.4 Soient s € S* et M un majorant des temps de réponse. Les temps de réponse des
instances dans s sont stables au plus tard & partir de :

M- C
TLET k
Si la séquence d’exécution est valide, on a aussi :
Dy —-C
k

TLET

Démonstration :
Soit M}, € N un majorant des temps de réponse des instances de 73, et M un majorant des M.
Classons les instances d’une tache 7, € 7 en J§;, groupes de la maniére suivante :

Gr,i = {7k | mod 6, =i}, pour 0 < i <

Par hypothése, les temps de réponse des instances appartenant & un méme Gy ; ne peuvent pas
diminuer :
Thiiys Thyis € Gri = [11 <i2 © TR(Tk4y) < TRs(Th i)

D’autre part, les temps de réponse des instances appartenant a Gy ; varient entre Cj, et Mj.
Ainsi, chaque groupe permet au plus M} — Cj, évolutions du temps de réponse, puisque celui-ci ne
peut pas diminuer & l'intérieur d’'un méme groupe.

Ainsi, une tache 7, permet au pire (My, — Cy).0x évolutions possibles du temps de réponse. Le
nombre maximum A d’instances dont le temps de réponse augmente pour le systéme de taches

complet est donc :
My —C
A= (My—Cy)bp =P %

TRET TRET k

S’il n’existe pas d’instance dont le temps de réponse augmente, alors les temps de réponse sont
stables dés t = 0 et le théoréme est alors vérifié.

Supposons maintenant qu’il en existe une et notons-la 7 ;. On adonc TR, (71.;) > T Rs(7k i—s,, )-

De la méme maniére que dans la preuve du théoréme 4.3, on montre que d’aprés I’hypothése de
croissance des temps de réponse seulement par effet domino, il existe une suite (u;)o<;j<; d’instances
Ta;,5; Vérifiant :

1. ug=mpsetrq, g <r+P

2. Vj S {1, ceey l},Ta].ﬁj < T 1,851 < 65(7'0‘].7[3].)

3. Vj S {0, e L= 1}, TRS(Tajﬁj) > TRS(Taj7Bj—5aj)

On en déduit :

Tag,Bo = Tar,Br = " > Tay,B

D’autre part, les temps de réponse étant bornés par M, on obtient en utilisant (2) :
Vj S {1, ceey l}, Ta;_1,8;-1 — Ta;,B; <M
De proche en proche, on a finalement :

Tag,B0 = Tay,B < l'(M - 1)
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En utilisant le fait que 74, 3, < r + P, on en déduit :
Tag,B < T +P—1+1.(M—1)

D’autre part, d’aprés (3), les temps de réponse des instances de la suite (u;) augmentent tous par
rapport & la métapériode précédente, excepté pour j = [. Or d’aprés ce qui précéde, il existe au
plus A instances dont le temps de réponse augmente. On a donc [ < A. On obtient finalement :

i <r+P—-14+A(M-1)

Ainsi, dés que le temps de réponse d’une instance augmente, on peut borner sa date d’activation.

D’aprés le théoréme 4.2, les temps de réponse se stabilisent. On peut alors supposer que 7y ;
est la derniére instance dont le temps de réponse augmente. Ainsi, le temps de réponse de toutes
les instances activées aprés 7y ; est stable, on a :

VT i € Tyt ir > Ty = TRs(Thr o) = TR (Thr 015,

En combinant cette propriété avec la borne obtenue ci-dessus, on obtient que les temps de réponse
sont stables au pire & partir de :

r+P+QW—uR§:M%¥£

TKET k

CQFD.

Dans les exemples 3.1 et 3.2, nous avons donné des séquences d’exécution, produites respective-
ment par EDF et LLF, qui vérifient nos deux hypothéses. La borne que nous venons de déterminer
s’applique donc & ces deux exemples. Nous pouvons alors la comparer avec les valeurs exactes. On
obtient les valeurs suivantes :

Durée exacte | Borne de la durée
de stabilisation | de stabilisation
Exemple avec EDF 17 71
Exemple avec LLF 17 61

Les durées exactes de stabilisation des temps de réponse sont bien inférieures & notre borne. La
différence entre la durée exacte et notre borne est principalement due au fait que le temps de
réponse des instances appartenant 4 un méme groupe (7% ;)ics,.N D€ varie pas toujours de Cy, & Dy,.
Ainsi, le nombre d’évolutions du temps de réponse pour un tel groupe est strictement inférieur &
Dy, — C. Par exemple, dans la séquence d’exécution indiquée sur la figure 3.1, le temps de réponse
des instances du groupe (72;);en varie de 5 & 6, alors que potentiellement, il peut varier de 4 & 7.

Les théorémes 4.3 et 4.4 sont complémentaires puisque le premier permet de détecter a la
volée si la stabilisation des temps de réponse est atteinte, alors que le deuxiéme borne la durée
de stabilisation. Ces deux résultats sont directement applicables aux séquences d’exécution valides
puisque le temps de réponse des instances est alors borné par 1’échéance des taches. Pour les
séquences d’exécution non-valides, le théoréme 4.1 montre l'existence d’une borne des temps de
réponse pour les séquences d’exécution conservatives et les systémes de taches non-surchargés. Les
théorémes 4.3 et 4.4 sont donc aussi applicables aux séquences d’exécution non-valides. Ce type de
résultat est nouveau & notre connaissance puisqu’il établit I’existence d’un intervalle d’étude fini
pour les séquences d’exécution non-valides. On peut alors établir un diagnostic tenant compte de
toute la séquence d’exécution.

4.3.4 Intervalle de faisabilité

Le théoréme 4.4 fournit une borne de la durée de stabilisation du temps de réponse des instances
pour les séquences d’exécution valides. Nous en déduisons maintenant un intervalle de faisabilité
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applicable & toutes les séquences d’exécution satisfaisant nos deux hypothéses de travail : non-
décroissance du temps de réponse et croissance du temps de réponse seulement par effet domino.
Notre résultat est relativement général puisque nos hypothéses ne dépendent ni de 'exécutif temps-
réel ciblé, ni des interactions entre les taches, ni d’un mécanisme particulier d’attribution des
priorités aux instances.

Théoréme 4.5 L’intervalle suivant est un intervalle de faisabilité des séquences pour lesquelles le
temps de réponse des instances ne diminue pas et ne croit que par effet domino :

Dy, — Cj,

0,r+P+2D+(D—1).P. ) 0
k

TLET
Dans le cas ou les échéances Dy, des tdches T, € T vérifient toutes Dy < Ty, on obtient aussi :
0,r+P+2D+ (D —-1).P.(n—-U)|

Démonstration :
Soit s € S* une séquence d’exécution dans laquelle au moins une échéance est manquée.
Notons 7, ; 'instance correspondant & la plus petite échéance manquée :

Tki = Hlin{?"k/yi/|65(7’k/1i/) > dklﬂ'/}

Sirg; <r+P,onaalors di; <r+ P+ D, et le théoréme est vérifié.

Supposons maintenant que 7 ; > r + P, ainsi 'instance 73 ;_s, existe. Etant donné que 73 ; est
la premiére instance & manquer son échéance, son temps de réponse augmente donc par rapport a
celui de 73 i—s, -

De la méme maniére que dans la preuve du théoréme 4.3, on montre que d’aprés I’hypothése de
croissance des temps de réponse seulement par effet domino, il existe une suite (u;)o<;j<; d’instances
Ta;,5; Vérifiant :

1. ug =gt rq, 3 <r+P

2. Vje{l,...,l},7a;,8 <Ta; 1,81 <e€s(Ta;,p;)

3. Vj € {0, N 1},TRS(Taj7gj) > TRs(Taj,Bj—éaj)

Réutilisons un raisonnement que nous avons mené dans la preuve du théoréme 4.4. Lorsqu’au-
cune instance ne manque son échéance, le temps de réponse des instances est borné, pour une
instance 7 ; quelconque, il évolue entre Cy et Dy. Par hypothése, le temps de réponse ne diminue

pas, le nombre maximum A d’instances augmentant leur temps de réponse sans qu’aucune d’elles
ne manque son échéance est alors :

Dy, — Cy

A=P _—

Excepté pour j = [, le temps de réponse des instances de la suite (u;) augmente. Ainsi, la suite

(uj) contient ! instances dont le temps de réponse augmente. Or, sans qu’aucune échéance ne soit

mangquée, il ne peut y avoir que A instances dont le temps de réponse augmente. D’autre part, 7 ;

est la premiére instance & manquer son échéance. Ainsi, aucune instance (u;)o<j<; ne manque son
échéance, or leurs temps de réponse augmentent tous, on a donc [ < A + 1.

Comme dans la preuve du théoréme 4.4, on borne ry; — rq, g, en utilisant la longueur [ de la

suite. On obtient alors :

Dy —C
rei <r+P+D—1+(D-1).P. Y 7’“T k
TLET k
Et on a finalement : D o
dpi <r+P+2D+(D—-1).P. > %
k

TKET
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CQFD.

Dans ’exemple 3.3, nous avons exhibé une séquence d’exécution produite par EDF dans laquelle
la premiére échéance manquée est & ¢ = 26 et donc aprés r + 2P = 19. Nous n’avons pas montré
explicitement que cette séquence vérifie nos deux hypothéses, cependant les résultats de la section
4.4, nous permettent de affirmer. L’intervalle de faisabilité de ce systéme de taches est alors [0, 79].
Or, la premiére échéance manquée est & t = 26, il en existe donc une qui appartient & 'intervalle
de faisabilité.

4.4 Application aux séquences PFI

Dans cette section, nous appliquons ’étude menée dans la section 4.3 aux séquences d’exécution
produites par des politiques de PFI en contexte multiprocesseur et préemptif avec migration totale.
Pour cela, nous montrons que ces séquences d’exécution satisfont nos deux hypothéses de travail :
non-décroissance des temps de réponse, et croissance des temps de réponse seulement par effet
domino. Nous montrons aussi pour cette catégorie de séquences que la stabilisation des temps
de réponse est équivalente & la cyclicité. Dans la suite de cette section, nous appelons par abus
de langage séquences PFI, toutes les séquences produites par des politiques de PFI en contexte
préemptif avec migration totale.

4.4.1 Satisfaction des hypothéses de travail

Pour appliquer les résultats de la section 4.3 aux séquences PFI, nous devons montrer qu’elles

vérifient les hypothéses de travail. On peut résumer I’idée principale ainsi :

— dans PFI, une instance n’obtient ’accés & un processeur que dans deux cas : soit elle vient
de s’activer et elle fait partie des p instances les plus prioritaires, soit une instance plus
prioritaire vient de se terminer et elle fait alors partie des p instances les plus prioritaires,

— dans PFI, une instance ne perd I’accés au processeur que dans deux cas : soit elle vient de
se terminer, soit une instance plus prioritaire vient de s’activer et elle ne fait plus partie des
p instances les plus prioritaires.

Montrons maintenant que les temps de réponse ne peuvent pas diminuer dans les séquences

produites par des politiques d’ordonnancement de PFI.

Théoréme 4.6 Soit s une séquence PFI, alors les temps de réponse ne peuvent pas diminuer.

Démonstration :

Raisonnons par I’absurde.

Soit Tk €T telle que TRS(TIM') > TRs(Tk,i-i-sz)-

L’instance 745, a accédé Cy, fois & un processeur pendant les T' R4 (7x 545, ) premiers instants
de son exécution. Or, le temps de réponse de 7y ; est strictement supérieur & celui de 7% 45, , ainsi
T & accédé moins de Cj, fois & un processeur pendant les TRy (7% ;+5,) premiers instants de son
exécution.

1l existe donc un instant ¢t € N vérifiant les deux propriétés suivantes :

— al'instant t, I'instance 75 ; n’a pas accés & un processeur, donc il existe au moins p instances

plus prioritaires qu’elle ; notons E; ’ensemble de celles qui sont effectivement exécutées a
I'instant ¢ :

FE = {Tk’,i’ S ?|p7‘i0(7’1€/7i/) > pT"L.O(Tk)i) AN RIS St}

— aYlinstant ¢+ P, I'instance 74 ;45, a accés & un processeur, donc il existe moins de p instances
plus prioritaires qu’elle ; notons E5 leur ensemble :

Ey = {1 € Tlprio(ty 4+) > prio(Tkits,) N\ T it € St+p}
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Par définition, on a |E1| > p > |E»|. Il existe donc une instance 73/ € E; telle que T iry5,, & Ea.
Puisque 747+ € E1, on a :
prio(Ty i) > prio(Tk.;)

Par hypothése (PFI), on obtient :
prio(Tk/Juﬂ;;) > prio(Tk,its, )

L’instance 7y ;r44; est donc plus prioritaire que I'instance 7y ;s -

D’autre part, 'instance 7 ;45, s’exécute a l'instant ¢ + P, bien que I'instance Tt i 5, D€ s’exé-
cute pas a linstant ¢t + P, puisqu’elle n’appartient pas & E>. Etant plus prioritaire, 'instance
Tkt i+, e peut étre que terminée 3 l'instant ¢t + P :

es(Tirgsy) <t+ P
De plus, I'instance 75/ i est exécutée & I'instant ¢, son échéance est donc plus tardive :
es(Ter i) >t
On en déduit puisque r i 45,, — Th o = P :
TRs(1w i) > TRs(T ir45,,)
De plus, I'instance 71 5, est exécutée & I'instant ¢t + P, son échéance est donc plus tardive :
es(Thits,) >t+ P

On en déduit :
es(Thrirtsy) < es(Th,its)

Il existe donc une instance 75s ;» € 7 vérifiant les propriétés suivantes :

= TRy(mw,ir) > TRs(Thr 1457,

= es(Thiryor) < es(Th,i + Ok)

Le raisonnement que 'on vient de mener repose sur le fait que TRs(7%,:) > TRs(Tkito,)-
L’instance 73 ; vérifiant aussi cette propriété, on peut le mener & nouveau avec 7 ; & la place
de 7%,;. En continuant ainsi de proche en proche, on construit une suite infinie d’instances (u;);en
vérifiant :

— UQ = Tk, UL = The 405 €6C.

- Vj e Nyes(uj) > es(ujr1)

L’existence d’une telle suite améne & considérer des instances dont ’échéance est négative et donc
qui se finissent avant d’avoir commencé. Ceci est absurde et on obtient donc une contradiction.
Ainsi les temps de réponse ne peuvent pas diminuer.

CQFD.

Montrons maintenant pour les séquences PFI que les temps de réponse peuvent seulement
croitre par effet domino.

Théoréme 4.7 Soit s une séquence PFI, alors les temps de réponse peuvent seulement croitre par
effet domino.

Démonstration :
Soit Tki €T telle que Tki =T+ P et TRS(Tkﬁi) > TRS(Tk,ifék)-
Puisque le temps de réponse de 7 ; augmente par rapport & celui de 74 ;—s, , il existe un instant
t vérifiant les deux propriétés suivantes :
— al'instant ¢, Iinstance 7 ; n’a pas accés & un processeur, donc il existe au moins p instances
plus prioritaires qu’elle ; notons F; ’ensemble de celles qui sont effectivement exécutées :

Ey = {7 € Tlprio(ti ) > prio(Te:) N Tk i € St}
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— aYlinstant ¢t — P, 'instance 74,5, a accés & un processeur, donc il existe moins de p instances
plus prioritaires qu’elle ; notons Fs leur ensemble :

= {Tk’,i’ S ?|p7‘i0(7‘;€/7i/) > p?‘iO(Tkﬂ'_’_(sk) AN RS St_p}

Par définition, on obtient |Ey| > p > |E|. Il existe alors une instance 7/, € Ey telle que
T ir—5,, & F2. Comme l'instance 73 i est exécutée & I'instant ¢ et que 74; est active & 'instant ¢,
ona:

Tki < 65(7'1«,1'/)

Supposons que 73,5, existe. On a alors ry/ ;v > 1 + P.

Or, I'instance 73+ ;- est exécutée & l'instant ¢ et I’instance 73 ; n’est pas exécutée a l'instant . On a
donc prio(ty i) > prio(7g,;). Par hypothése (PFI), on obtient aussi prio(ty ir—s,,) > prio(Te,i—s, )-

Or, l'instance 74 5, n’est pas exécutée & l'instant ¢ — P, alors que Iinstance 73, s, est
exécutée a I'instant ¢ — P. Puisque I'on a prio(ty i —5,,) > prio(tx,i—s, ), on en déduit que I'instance
Tk ir—5,, €St terminée & l'instant ¢ — P. Or, l'instance 7 n’est pas terminée & 'instant . On en
déduit :

TRs(th i) > TRs(Tpr i1 —5,,)

Supposons en plus que 74 > 71,;. Or, le temps de réponse de l'instance 7/ ;; augmente par
rapport a celui de 74 #_s,,. De plus par hypothése, on a ry i > ry; > r + P. Ainsi, I'instance
Ty v vérifie les mémes hypothéses que l'instance 75 ;. On peut donc lui appliquer le raisonnement
que l’on vient de mener avec 7 ;.

On en déduit qu’il existe une suite (u;)o<;<; d’instances 7, 5, vérifiant :

1. g = Tg4, U1 = Tor

2. Vj S {1, ceey l},Tajflﬁjfl < es(Taj,ﬁj)

3‘ v.] € {07 s 7l - 1}5 TRS(TOCjﬁﬁj) > TRS(TOijﬁj*‘;aj)

4. rap <Tay + PV |Tap <Thi /\TRS(TOtz,ﬁL) > TRS(TahBZ_éal)

Etant donné que rt; > r + P, la condition (1) implique :
Tal,ﬁl < Tk,i

Par construction, on peut supposer que ! est le seul indice & vérifier ro, 5, < ;. On a donc
Tay 1811 = Tk D’aprés (2), on obtient 7o, , 5, , < es(7a,,3,), €t on en déduit r4; < e5(7a,,8,)-

Finalement, on obtient :
Tay,py < Tk < eS(Taz,ﬁz)

En utilisant la condition (4), on en déduit que ’existence de I'instance w; montre que ’hypothése
de croissance des temps de réponse seulement par effet domino est vérifiée pour 7 ;.
CQFD.

Ainsi, ’étude menée dans la section 4.3 s’applique aux séquences PFI. Remarquons aussi que
les séquences PFI sont conservatives, ainsi dés que U < P, on peut affirmer que les temps de
réponse induits par une séquence PFT finissent toujours par se stabiliser.

4.4.2 Cyclicité des séquences PFI1

Dans cette section, nous montrons que pour les séquences PFI, la stabilisation des temps de
réponse est équivalente a la cyclicité. La cyclicité implique directement la stabilisation des temps
de réponse. Nous montrons ici que la réciproque est vérifiée pour les séquences PFI.

Nous représentons les séquences d’exécution comme la suite des ensembles des instances exé-
cutées a chaque instant. Enoncer la cyclicité des séquences d’exécution avec ce formalisme revient
4 dire que les instances exécutées & l'instant ¢ sont deux & deux équivalentes & une métapériode
prés & celles exécutées a 'instant ¢ + P.
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Définition 4.2 Soient s une séquence d’exécution et t > r. La séquence s est cyclique & partir de
Uinstant t si et seulement si :
YVt > t,sp1p =1 Su

Notre démarche consiste & passer progressivement de la propriété de stabilité des temps de
réponse 3 celle de la cyclicité de la séquence d’exécution. La premiére étape consiste & montrer que
les instances actives & un instant ¢ sont deux & deux équivalentes aux instances actives & 'instant
t + P. Etant donné les propriétés portant sur I’attribution des priorités dans PFI, on en déduit
ensuite que les instances exécutées & un instant ¢ sont deux & deux équivalentes aux instances
exécutées i l'instant ¢ + P.

Lemme 4.4 Soient s une séquence d’exécution telle que les temps de réponse sont stables & partir
de t > r, et M un majorant des temps de réponse. Pour tout t' > t + M, les instances actives a
Vinstant t' (resp. t' + P) sont équivalentes a une métapériode prés a celles actives a linstant t' + P

(resp. t').

Démonstration :
Soient t' >t + M, et 7, ; € T une instance active & l'instant ¢'.
D’aprés le théoréme 4.6, les temps de réponse ne peuvent pas diminuer, on a donc :

TRS(Tk,i> S TRS(Tk,i+6k>

L’instance 745, est donc active a l'instant ¢’ + P.
Soient t' >t + M + P, et 7, € T une instance active a 'instant ¢'.
Puisque 7x; est active & l'instant ', on a :

es(Thi) >t >t+M+ P
Or, M est un majorant des temps de réponse, on en déduit donc :
Thi >t + P
D’autre part, les temps de réponse sont stables & partir de ¢. On a donc :
TRs(7k,i) = TRs(Tk,i—s,)

L’instance 7 ;_s, est donc active a l'instant ¢’ — P.
CQFD.

Théoréme 4.8 Soit s une séquence PFI. Si les temps de réponse sont stables a partir d’un instant
t > r, alors la séquence est cyclique & partir de t + M.

Démonstration :

Les temps de réponse étant stables & partir de ¢, d’aprés le lemme 4.4, pour tout t’ > t+ M, les
taches actives & I'instant ¢’ sont équivalentes & une métapériode prés aux taches actives a l'instant
t'4+ P. Or par hypothése (PFT), les relations de priorités entre les instances actives & I'instant ' sont
les mémes que celles entre les instances a U'instant ¢ + P. Ainsi, les instances les plus prioritaires
a instant ¢’ sont équivalentes aux instances les plus prioritaires & 'instant ¢ + P. Les instances
exécutées étant les p plus prioritaires, on obtient :

Vt/ Z t+M, St'+p =1 S¢/

CQFD.
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4.4.3 Intervalle de faisabilité des séquences PFI1

Les résultats obtenus dans la section 4.4.1 montrent que ’on peut appliquer aux séquences PFI
la méthode établie dans la section 4.3. Cela nous conduit aux résultats suivants.

Corollaire 4.3 Soit s une séquence engendrée par une politique appartenant ¢ PFI. Dés que U < p,
alors s est cyclique de période P au pire 4 partir de :

M — C

r+P+M+(M-1).P. Y -
k

TLET

ot M est un majorant des temps de réponse des instances exécutées dans l’ordre établi par s.

Corollaire 4.4 Soit s une séquence engendrée par une politique appartenant 4 PFI. Dés que s est
valide, alors s est cyclique de période P au pire 4 partir de :

Dy — Cy

r+P+D+(D-1).P. Y -
k

TLET

Lorsque toutes les échéances Dy, des tdches 1y, € T vérifient Dy < Ty, on obtient :
r+P+D+(D-1).P(n—-U)

Corollaire 4.5 Soit s une séquence engendrée par une politique appartenant & PFI. L’intervalle
sutvant est un intervalle de faisabilité pour s :

Dy, — Cy,

0,r+P+2D+(D—1).P. ) T
k

TLET

Lorsque toutes les échéances Dy, des tiches 1y, € T vérifient Dy < T}, on a aussi :
0,7+ P+2D+ (D —1).P.(n—U)]

Les politiques & priorités fixes (PFX) appartiennent & PFI, les corollaires ci-dessus sont donc
valables pour toutes les politiques & priorités fixes, par exemple RM et DM. Nous avons montré
dans le chapitre 3 que EDF appartient 4 PFI, ainsi les corollaires ci-dessus sont donc aussi valables
pour les séquences produites par EDF.

4.5 Conclusion

Nous avons mis en place une nouvelle approche de ’ordonnancement multiprocesseur des sys-
témes temps-réel composés de taches périodiques. Nous avons établi, sous les hypothéses décrites
dans la section 4.2, les résultats suivants pour les systémes de taches vérifiant U < p :

1. pour toute séquence conservative, les temps de réponse se stabilisent toujours, de plus, nous
avons borné 'instant ou cette stabilisation apparait en utilisant les paramétres temporels des
taches et un majorant des temps de réponse,

2. pour toute séquence valide, les temps de réponse se stabilisent toujours, de plus, nous avons
borné I'instant ot cette stabilisation apparait en utilisant seulement les paramétres des taches,

3. les séquences d’exécution admettent un intervalle de faisabilité qui ne dépend que des para-
métres des taches.

Nous avons ensuite montré que les séquences d’exécution PFI vérifient nos deux hypothéses de
travail. Nous en avons alors déduit les points suivants pour les systémes de taches vérifiant U < p :

1. les séquences d’exécution PFI sont cycliques de période P,
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2. la durée de montée en charge des séquences PFI admet une borne qui ne dépend que des
paramétres des taches et du plus grand temps de réponse, pour les séquences valides, elle ne
dépend que des paramétres des taches,

3. les séquences d’exécution PFI admettent un intervalle de faisabilité qui ne dépend que des
paramétres des taches.

Dans la section 4.3.1, nous avons montré que les temps de réponse sont bornés dés que le
systéme n’est pas surchargé (U < p). Nous avons établi ce résultat pour les séquences d’exécution
conservatives qui vérifient nos deux hypothéses de travail. Toutefois, I’hypothése de conservativité
dépend de I'exécutif ciblé et des interactions entre les taches. Lorsque les taches sont indépendantes
et que l'exécutif ciblé est préemptif avec migration totale, ou non-préemptif, notre résultat est
directement applicable. Pour d’autres contextes, notre résultat doit par contre étre adapté. D’autre
part, nous n’avons pas donné de formule précisant la borne des temps de réponse. Une telle formule
permettrait d’obtenir une expression de la borne de la durée de montée en charge des séquences
d’exécution non-valides. On obtiendrait alors un intervalle d’étude pour les séquences d’exécution
non-valides, et on pourrait alors établir un diagnostic fini traitant toute la séquence d’exécution.
Lors de nos recherches, nous avons pressenti que max{7T|7; € 7} constitue une borne des temps
de réponse pour toute séquence conservative dés que U < p; cependant, ceci reste & prouver.

Dans la section 4.4, nous montrons que nos deux hypothéses sont vérifiées par les séquences
d’exécution préemptives avec migration totale engendrées par les politiques d’ordonnancement de
PFI (par exemple RM, DM et EDF). Nous avons aussi évoqué via un exemple que LLF vérifie
nos deux hypothéses de travail, celles-ci sont donc plus générales que le contexte PFL. Une voie
intéressante de recherche consiste & déterminer la véritable portée des deux hypothéses que nous
avons formulées : quel est leur niveau de généralité ? Pour cela, on peut montrer que LLF les vérifie,
comme le suggeére ’exemple 4.3. Plus généralement, on peut aussi étudier si elles sont vérifiées par
les séquences produites par les politiques d’ordonnancement de DCL. On peut aussi étendre la
portée de notre analyse en étudiant les séquences d’exécution obtenues lorsque 'exécutif est non-
préemptif ou préemptif avec migration partielle. Finalement, on peut aussi prendre en compte les
interactions entre les taches, et notamment, étudier I'impact du blocage d’une tache par une autre
sur nos deux hypothéses de travail.

L’intervalle de faisabilité que nous proposons ne dépend que de nos deux hypothéses de travail.
En cela, il a le méme niveau de généralité qu’elles. En particulier, il ne dépend pas de la conservati-
vité des séquences d’exécution comme notre résultat portant sur ’existence d’une borne du temps
de réponse. A priori, il est donc applicable dans de nombreux contextes :

— exécutif temps-réel préemptif ou non, avec migration ou non, etc,

— politiques d’ordonnancement appartenant 3 PFX, PFI, DCL, etc,

— systémes de taches & échéances sur, ou avant, ou méme apreés requéte,

— systémes de taches indépendantes ou interdépendantes.

En se restreignant & des contextes particuliers, on doit pouvoir obtenir des intervalles de faisabilité
beaucoup plus précis. Par exemple, son expression utilise les paramétres Dy et Cf, cependant ils
interviennent ici comme un majorant et un minorant des temps de réponse. Les valeurs Dy, et Cj
correspondent alors & des valeurs extrémales. Pour certains contextes, on doit sans doute pouvoir
calculer des majorants et des minorants des temps de réponse qui sont beaucoup plus précis, et en
cela améliorer l'intervalle de faisabilité que nous proposons.

Les travaux menés dans ce chapitre ont fait I’objet d’un article soumis & une revue internationale
en 2007.
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Chapitre 5

Durée de montée en charge des
ordonnancements en priorités fixes
de taches périodiques

5.1 Introduction

Pour déterminer un intervalle de faisabilité, on suit généralement la méthode suivante. On
commence par prouver que 'exécution d’un systéme temps-réel est cyclique, ensuite on majore la
durée permettant d’atteindre le régime cyclique, et on en déduit finalement ’intervalle recherché.
La durée d’exécution nécessaire pour atteindre le régime cyclique a donc une grande importance
pour I’étude des intervalles de faisabilité. Généralement, on utilise des majorants de cette durée.
Dans le chapitre 4, nous avons proposé une étude de ce probléme applicable dans de nombreux
contextes. Dans ce chapitre, nous nous focalisons sur I'un des plus utilisés dans le domaine du
temps-réel : celui des séquences multiprocesseurs produites par des politiques & priorités fixes en
contexte préemptif avec migration totale.

Dans [42] les auteurs proposent une borne de la durée de montée en charge des séquences
produites par les politiques & priorités fixes en contexte monoprocesseur et préemptif. Cette borne
a été étendue au contexte multiprocesseur dans le cas ou les échéances des taches sont plus petites
ou égales a leur période [24], et dans le cas ou les échéances des tiches peuvent étre plus grandes
que leur période [25].

Dans ce chapitre, nous affinons les résultats établis dans [24] en formulant la durée exacte
de montée en charge des séquences préemptives multiprocesseurs produites par des politiques a
priorités fixes. Toutefois, ’expression de cette durée est de complexité exponentielle. Nous en déri-
vons alors plusieurs majorations de complexité polynomiale et nous donnons aussi un algorithme
permettant d’en calculer la valeur exacte. La complexité au pire du calcul de la valeur exacte
est exponentielle, mais les expérimentations que nous avons menées montrent qu’en pratique sa
complexité moyenne est polynomiale.

Nous étudions la durée exacte de montée en charge dans la section 5.3. Aprés, nous déterminons
plusieurs majorations de cette durée dans les sections 5.4, 5.5, et 5.6. Finalement, dans la section
5.7, nous donnons un algorithme permettant de calculer la durée exacte de montée en charge. Nous
concluons par des tests permettant d’évaluer la qualité des majorants que nous proposons et aussi
d’évaluer la complexité de leur calcul.

5.2 Contexte d’étude

Nous nous plagons dans le cadre de I’approche globale (une méme tache peut migrer entre
les processeurs), et sous I’hypothése de migration totale (une méme instance peut changer de

59
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processeurs en cours d’exécution). D’autre part, les taches sont supposées étre indépendantes et
préemptibles. Nous supposons aussi que les échéances sont plus petites ou égales aux périodes, on
a alors :

V1, € 7,Cr < Dy, < Ty,

Dans la suite, nous ne considérons que les séquences d’exécution obtenues 4 ’aide d’une politique
d’ordonnancement & priorités fixes, nous désignons par PFX D’ensemble de ces séquences. Ainsi,
pour chaque séquence s € PFX, on peut associer a chaque tache 7, € 7 sa priorité prios(rx).
D’autre part, nous supposons pour une séquence s € PFX donnée que les taches sont ordonnées
par priorité décroissante :

Vk e {1,...,n—1},prios(tx) > prios(Te+1)

5.3 Etude de la durée de montée en charge

Avant de commencer notre étude, nous devons introduire deux notions. La premiére décompose
une séquence d’exécution pour se focaliser sur les instances d’une méme tache. La deuxiéme identifie
la premiére instance d’une tiche qui est activée aprés la fin de montée en charge propre a cette
tache-la.

Définition 5.1 Soient s € PFX et 1, € 7. On note s* la séquence d’exécution obtenue en restrei-
gnant s auz seules instances de la tdche 7.

Définition 5.2 Soient s € PFX et 1, € 7. La premiére instance stable 1, ; de 71, est la premiére
instance (relativement a i) a satisfaire la propriété suivante :

k—  k
VE > Thi, 5 =18 p

5.3.1 Date de stabilisation d’une téache 7, € 7

La connaissance de la premiére instance stable 75 ; d’une tache 7, € 7 permet d’affirmer que la
séquence d’exécution restreinte aux seules instances de 75, est cyclique depuis r; (par définition).
Cependant, Iinstant 74 ; n’est pas en général le début du régime cyclique de s* : celui-ci peut
commencer plus tot. Effectivement, les instants précédant r,; ol aucune instance de 75 n’est
exécutée peuvent faire partie du régime cyclique de s*.

Le résultat suivant indique que deux instances équivalentes & une métapériode prés et dont
les temps de réponse sont égaux sont exécutées aux mémes instants, relativement & leur date
d’activation respective. Cette propriété est importante puisqu’elle établit un lien entre ’égalité du
temps de réponse de deux instances équivalentes et la cyclicité de leur exécution.

Lemme 5.1 Soient s € PFX et 1, €T telle que TRs(7,;) = T Rs(Tk,its,)- On a :
Vt € N, 7k € 8¢ © Trivs), € St+P

Démonstration :

Considérons un instant ¢ € N. Notons E; ’ensemble des instances actives & I'instant ¢ et plus
prioritaires que 7y ; :

Ey = {1 € silprios(Tr i) > prio(Tkq)}
De méme, notons E5 ’ensemble des instances actives & l'instant ¢ + P et plus prioritaires que
Tk,iJr(;k :
N . .
Ey ={mw i € siyplprios(ti,iv) > prio(tiivs,)}
Premiérement, par définition, une instance 7/ € T est active aux seuls instants ¢’ € N véri-

fiant :
i <t < i+ TRe(h )
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D’aprés le théoréme 4.6, les temps de réponse ne peuvent pas diminuer, on a donc :
* *
Tk it € Sy = Th! i 46,1 S Sp4p
Deuxiémement, la séquence s est produite par PFX, on a donc :
prios(T,i) = prios(Tr,i+s,) = prios(Tx)

On en déduit que |Eq| < |Es|.
Or par hypothése, on a TRs(71.i) = T Rs(Tk,its, ), les instances 74 ; et 7,45, sont donc actives
pendant la méme durée. Avec ce qui précéde, on obtient :

Thito, € Stap < |Fal <p=|E1| <p & Thi € st

Ainsi, dés que l'instance 715, est exécutée & un instant ¢ + P, alors I'instance 73 ; est exécutée
a linstant ¢. Or, ces deux instances sont actives pendant la méme durée et elles sont exécutées
toutes les deux exactement C}, fois. Elles sont donc exécutées aux mémes instants (relativement a

leur date d’activation respective).
CQFD.

Le résultat suivant indique I’instant exact ot le régime cyclique de s* commence.

Lemme 5.2 Soient s € PFX une séquence d’exécution valide et T ; la premiére instance stable
de 1, € 7. L’instant exact t ou le régime cyclique de la séquence s* commence est :

t= max{O, Thyi — (Tk — TRs(Tk,i—l-i—ék))}

Démonstration :

Etant donné que la séquence s est valide et que les échéances sont contraintes (Dy < Ty), il
existe & chaque instant au plus une instance active de chaque tache. En conséquence, les différentes
instances d’'une méme tache ne peuvent pas interférer directement entre elles : chaque instance se
termine avant que la suivante soit activée.

Supposons que 7 = 0.

La séquence s restreinte aux seules instances de 7 est donc cyclique dés ¢t = 7. Toutefois,
aux instants précédant ri, aucune instance de 7, n’est exécutée. De plus, puisque les différentes
instances d’une méme tache n’interférent pas directement entre elles, aucune instance de 7, n’est
exécutée aux instants ¢ vérifiant :

Tio, — (T — TRs(Th5,-1)) <t <7Tks,
Ainsi, la séquence s* est cyclique dés :
t =max{ry — (T — TRs(Tk,5,-1))}

D’autre part, a 'instant précédent, aucune instance de 75 n’est exécutée, alors qu’a la métapériode
suivante, I'instance 74 5, —1 est exécutée. Ainsi la séquence s* est cyclique exactement & partir de :

t =max{ry — (Tpy — TRs(Tk,5,-1))}

Supposons que ¢ > 0.

Par hypothése, l'instance 7 ; est la premiére instance stable de 7. La séquence s* est donc
cyclique au pire & partir de ry ;. De plus, Iinstance 75 ;,_1 n’est pas stable. Ainsi, il existe des
instants ¢ ou 7y ;—1 est exécutée sans que Ty ;—145, SOit exécutée en ¢ + P. D’aprés le lemme 5.1,
le temps de réponse de 75 ;1 est alors différent de celui de 73 ;—14s,. Et d’aprés le théoréme 4.6,

il ne peut étre que plus petit. On a donc :

TRs(Tki-1) < TRs(Tki—1+5,)
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N

instant eg(7i—145,) — instance Tk ;_1+s5. €st exécutée. autre part, & linstan
A Tinstant 146k 1, Dinst 145, est tée. D’aut t, a linstant
es(Tki—14s,) — 1 — P, U'instance 73, ;_1 n’est pas exécutée puisque son temps de réponse est stric-
tement inférieur. Ainsi, & Vinstant es(7%;—145,) — 1, la séquence sk n’est pas cyclique.

Pour les instants ¢ vérifiant eg(7x,;—1+6,) < t < Tki+s,, aucune instance de 7, ne peut étre
exécutée puisque les différentes instances d’une méme tache n’interférent pas directement entre
elles. De méme, pour les instants ¢ vérifiant es (71 i—145,.) — P < Tk, aucune instance de 75 ne

lles. De méme, pour les instants ¢ vérifiant i14s,) — P <t <rhg, tance d
peut étre exécutée puisque le temps de réponse de 7y ;—145, est strictement supérieur & celui de
Tk,i—1. Ainsi la séquence s* est cyclique exactement & partir de :

t = Thi — (Tk — TRS(T]{;)i—1+6k))
CQFD.

5.3.2 Cas particulier des p taches les plus prioritaires

Sur une architecture & p processeurs et lorsque pour chaque tache 7, € 7 on a C < T}, les p
taches les plus prioritaires sont dans une situation spéciale : dés qu’une instance de 'une d’elles
est activée, elle est exécutée sans interruption puisqu’a chaque instant de son exécution, il ne peut
pas y avoir plus de p — 1 instances actives et plus prioritaires qu’elle. Le lemme suivant traduit ce
résultat. Ensuite, nous donnons la durée exacte de montée en charge des systémes composés d’au
plus p taches.

Lemme 5.3 Soit se PFX. On a :
VT}M eT,1<k<p= TRS(Tkﬁi) =(C},

Démonstration :

Lorsque l'instance 7 est activée, il n’existe aucune instance plus prioritaire. La prochaine
instance aussi prioritaire qu’elle est 71 ;. Or, celle-ci est activée T}, unités de temps aprés 71 o. Etant
donné que C; < Ti, linstance 71 o est donc exécutée sans interruption et on a TR4(71,0) = Ch.
Cette situation se répéte pour chaque instance de 7, on a donc :

V7’171‘ €T, TRS(TLi) =C1

Supposons maintenant que le lemme est vérifié pour les K taches les plus prioritaires avec
K < p, et montrons qu’il est vérifié pour la tache 7 1.
D’aprés ’hypothése de récurrence, on a :

V7 €T, 1<k <K= TRS(TIM') =C}

Comme on a Cy < Dy < T} pour chaque tiche 7, € 7, on en déduit qu’il existe & chaque instant
t € N au plus K instances actives engendrées par les taches plus prioritaires que 7x 1. Etant donné
que K < p, on obtient de la méme maniére que pour les instances de 71 que le temps de réponse

des instances de Tx 1 est Cx 1.
CQFD.

Le lemme 5.3 montre que ’ordre de priorité des p taches les plus prioritaires n’influe pas sur les
temps de réponse des instances de ces taches-la. Ainsi, les instants ot les instances des taches moins
prioritaires peuvent accéder aux processeurs ne dépendent pas de ’ordre de priorité des p taches les
plus prioritaires. En inversant la priorité de deux taches faisant partie des p plus prioritaires, on ne
modifie donc pas la séquence d’exécution. Le nombre de configurations de priorité pour un systéme
de n taches est n!. Le lemme 5.3 montre donc que I'on peut réduire le nombre de configurations
utiles a n!/pl.

Théoréme 5.1 En contexte préemptif avec migration totale, le nombre de configurations de prio-
rité fize utiles est Z—,'



5.3. ETUDE DE LA DUREE DE MONTEE EN CHARGE 63

En combinant les lemmes 5.2 et 5.3, on obtient la durée de montée en charge exacte des systémes
composés d’au plus p taches.

Théoréme 5.2 Soit s € PFX. Si le nombre n de tdches de 7T est inférieur ou égal au nombre p
de processeurs, alors s est valide et cyclique de période P exactement a partir de :

t =max{0,r1 — (T1 — C1),...,7n — (T, — Cn)}

Démonstration :
Etant donné que n < p, d’aprés le lemme 5.3, on a :

VT}M ET, TRS(Tkﬁi) = C}

Ainsi, la séquence s est valide et les premiéres instances stables des taches 7, € T sont 7.

D’aprés le lemme 5.2, chaque séquence s* est cyclique exactement & partir de t = r, — (T —
TRs(Tk,5,—1))- Puisque le temps de réponse des instances 7;; € T est toujours Cy, la séquence
d’exécution s est donc cyclique exactement & partir de :

t =max{0,r1 — (T1 — C1),...,7n — (T, — Cn)}

CQFD.

5.3.3 Borne minimale de la durée de montée en charge

Le lemme 5.2 donne la durée exacte de montée en charge de la séquence s* lorsque I’on connait
la premiére instance stable de la tache 7;. Au plus tot, cette instance sera 75, on obtient ainsi
une borne minimale de la durée de montée en charge.

Théoréme 5.3 Soit s € PFX une séquence d’exécution valide. La séquence est cyclique de période
P au plus tét a partir de :

t =max{0,r1 — (T1 — C1),...,7n — (T, — Cn)}

Démonstration :
Considérons 7, ; la premiére instance stable de la tache 7. D’aprés le lemme 5.2, la séquence
d’exécution s* est cyclique exactement & partir de 'instant :

t= Inax{(), Tk,i — (Tk — TRS(Tk7i71+5k))}
Le temps de réponse des instances de 7 étant minoré par C}, on obtient :
t Z max{(),rkﬂi — (Tk — Ok)} Z max{O, T — (Tk — Ok)}

CQFD.

5.3.4 Durée exacte de montée en charge

La durée exacte de montée en charge dépend de la stabilisation de chaque tache. Cependant,
la stabilisation d’une tache ne dépend pas de la stabilisation des taches qui sont de plus faibles
priorités. On peut donc déterminer incrémentalement la durée de montée en charge.

Théoréme 5.4 Soit s € PFX une séquence d’exécution valide. La séquence s est cyclique de
période P exactement a partir de linstant t = u, ou la suite (ug)re{1,... n} €st définie récursivement
comme suit :
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- pourke{l,....,p}, ona:
ug = max{0,r1 — (T1 — C1),...,1x. — (Tx — Ci)} (5.1)

-pourke{p+1,...,n}, ona:
-8t T > Uk—1, ON G :

up = max{ur—1,7x — (Tx — TRs(Th6,—1))} (5.2)

- 801 < ug—1, posons i = [(ug—1 —1%)/Tk] >0, on a :
- 88 TRs(Th,i—1) # TRs(Tki—146,), ON G :

U = max{uk_l, Tki—1 1 TRS(Tk7i_1+5k)} (53)
- 81 TRS(Tk)i_l) = TRs(Tk,i—1+5k); on a :
U = Uk—1 (54)

Démonstration :

Pour k vérifiant 1 < k < p, le théoréme 5.2 montre le résultat.

Raisonnons maintenant par récurrence sur le nombre de taches.

Soit K € {1,...,n}, et supposons que la séquence s restreinte aux instances des K — 1 taches
plus prioritaires, est cyclique de période P exactement & partir d’un instant A € N. Donc & partir
de A, les instants ou le nombre d’instances actives plus prioritaires que 7x est strictement inférieur
a p sont cycliques de période P.

D’autre part, la séquence s est valide et les échéances sont contraintes (D < Tx). On a donc
aussi :

YTk, €T, TRS(TJM) < Ty

Ainsi, & chaque instant ¢, il existe au plus une instance de chaque tache qui est active. Les différentes
instances d’'une méme tache ne peuvent donc pas interférer directement entre elles.

Finalement, & partir de A, les instants ot une instance 7x ; peut étre exécutée sont les mémes
& une métapériode prés que ceux oil Tk ;45, peut étre exécutée. Donc, toutes les instances de 7k
activées aprés ou en A sont stables.

Sion arg > A. Ainsi, toutes les instances de 7 sont activées aprés A. D’aprés ce qui précéde,
la premiére instance stable de Tk est donc 7k . Le lemme 5.2 montre que la séquence s est
cyclique exactement & partir de ¢ = max{0,7x — (Tx — TRs(Tk,6x—1))}. La séquence s restreinte
aux K instances les plus prioritaires est donc cyclique de période P exactement & partir de :

t =max{A,rg — (Txk — TRs(Tk 5,-1))}

Si on a 1, < A. Considérons la premiére instance 75 ; activée aprés ou en A, on a i = [(A —
ri)/Tx| > 0, avec la convention Vo € N,z = |z| = [z].

Si TRy(Tk,i—1) # TRs(Tk,i—1+0x ), alors d’aprés le lemme 5.1, 7x ; est la premiére instance
stable de 7x. Comme i > 0, d’aprés le lemme 5.2, la séquence s est cyclique de période P
exactement & partir de ¢ = rx ; — (T — T Rs(Tk,i—1+6, ))- La séquence s restreinte aux K instances
les plus prioritaires est donc cyclique de période P exactement & partir de :

t= max{A, TKi—1 T TRS(TK,i—1+6K))}

Si TRs(7k,i—1) = TRs(Tk i—1+6x ). Considérons 7k ; la premiére instance stable de 7. D’aprés
le lemme 5.1, l'instance T ;1 est stable, on a alors j < i. D’aprés le lemme 5.2, la séquence s
est cyclique de période P exactement & partir de ¢t = max{0,7x ; — (Tx — TRs(Tk j—1+6x))}- Si
t =0, on a alors t < A, sinon on obtient :

t=rkj-1+TRs(Tk j—146x)) < Ti,j <A
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La séquence s restreinte aux K taches les plus prioritaires est donc cyclique de période P exactement
a partir de A.
CQFD.

Le théoréme 5.4 fournit 'instant exact d’entrée dans le régime cyclique. Cependant, le calcul de
cet instant nécessite la connaissance du temps de réponse de certaines instances, on ne peut donc
pas l'utiliser directement. Dans les sections 5.4, 5.5, et 5.6, nous développons plusieurs majorations
de la durée de montée en charge qui admettent des complexités différentes. Dans la section 5.7,
nous proposons un algorithme pour calculer le temps de réponse exact d’une instance quelconque
qui nous permettra finalement de calculer la durée exacte de montée en charge.

5.4 Majoration du temps de réponse par les échéances rela-
tives

Le théoréme 5.4 permet de calculer la durée exacte de montée en charge. Cependant, le temps de
réponse de certaines instances doit étre connu. Dans cette section, nous donnons une approximation
de la formule donnée dans le théoréme 5.4 en utilisant le fait que pour une séquence d’exécution
valide, le temps de réponse des instances est majoré par leur échéance relative.

Le tableau suivant résume les modifications apportées a la méthode de calcul fournie par le
théoréme 5.4 :

Cas du théoréme 5.4 Modifications effectuées Relation avec la
valeur exacte
(5.1) v = max{0,r1 — (T1 — C1),...,rx — (T, — C)} Vg = Uk
(5.2) Vg = max{vk_l,rk — (T, — Dk)} Vi > U
(5.3) & (5.4) v = max{vy_1,7ki—1 + Di)} v > U
DMC_n()
M=0
for k from 1 to n do
if k <p
then M = max(M,r, — (Tx, — Ck))
else
if rp, 2 M

then M = max(M,r, — (T — Dx))
else M = max(M, 7 [(M—ry)/ 1] — (Tk — Di))
return M

Fi1G. 5.1 — Approximation linéaire du calcul exact

CGo6a() [24]
M= T1
for k from 2 to n do
if r, 2 M
then M = 7y,
else M = 74 r(v—ry)/T]
return M

F1a. 5.2 — Approximation linéaire du calcul exact fournie par [24]
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En utilisant ces majorations, on obtient I’algorithme indiqué sur la figure 5.1. Récursivement,
on montre :
Vi e {l,...,n}, v > ug

Grace & cette propriété, on obtient le résultat suivant. Etant donné que nous ne le démontrons pas
formellement, nous I’énoncons sous la forme d’une proposition.

Proposition 5.1 Soit s € PFX une séquence d’exécution valide. On a :
DMC_n() > uy,

L’algorithme DMC_n détermine un majorant de la durée de montée en charge par un calcul
dont la complexité est en O(n). [24] donne une autre méthode de méme complexité pour résoudre
ce probléme (voir figure 5.2). Les algorithmes DMC_n et CGO6a différent sur deux points. D’une
part, l’algorithme CGO6a ne prend pas en compte le fait que le régime cyclique d’une téche puisse
commencer avant sa date d’activation (lemme 5.2). D’autre part, il ne prend pas en compte la
situation particuliére des p taches les plus prioritaires (lemme 5.3). Récursivement, on montre
que Palgorithme DMC_n fournit une majoration de la durée de montée en charge qui est toujours
inférieure ou égale & celle de CGO6a.

5.5 Majoration du temps de réponse par les instances inac-
tives

La durée de montée en charge dépend du temps de réponse de certaines instances. Dans la
section 5.4, nous avons donné une majoration de cette durée en majorant le temps de réponse des
instances par leur échéance relative. Dans cette section, nous majorons plus précisément le temps
de réponse des instances : pour cela, nous examinons & un instant donné le nombre d’instances qui
sont peut &tre encore actives, c’est-a-dire celles dont 1’échéance n’est pas encore passée.

Considérons une séquence s € PF'X et une instance 7, ; € 7. Par définition, 'instance 75 ; est
active aux seuls instants ¢ € N vérifiant :

Thi <t < es(Thq)

Dés que la séquence d’exécution s est valide, on peut majorer es(7y,;) par di ;. Ainsi, dans l'intervalle
[dk,i, 7ki+1], Vinstance 73 ; n’est pas active. Inversement, dans l'intervalle [ry ;, dg ;[, 'instance 7 ;
est peut-étre active : dans la suite, nous disons qu’elle est potentiellement active.

A un instant ¢ € N, on peut déterminer le nombre d’instances qui sont potentiellement actives :

|{Tk,i S ?|Tk,i <t< dk,z}|

eval_TR(7,;)
nb_acces = 0, t = 73 ;
while ((nb_acces < (%) and (t < di;)) do
many = 0, j =1
while ((many < p) and (j < k)) do
if (¢ >r;) then
if (j <p) and (((¢ —r;) mod T;) < C;) then many = many + 1
if (j > p) and (((¢ —r;) mod T;) < D;) then many = many + 1

3=
if (many < p) then nb_acces = nb_acces+1
t = t+l

return t - 7 ;

F1G. 5.3 — Majoration du temps de réponse d’une instance
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Considérons maintenant une instance 7 ; € 7 active & un instant ¢ € N. Avec ce qui précéde, on
obtient une condition suffisante pour que I'instance 7 ; soit exécutée & l'instant ¢. Effectivement,
dés que le nombre d’instances plus prioritaires que 73 ; et potentiellement actives & I'instant ¢ est
strictement inférieur & p, alors 'instance 75 ; est forcément exécutée a I'instant ¢.

De plus, d’aprés le lemme 5.3, on a pour les instances 73 ; des p taches les plus prioritaires :

YVt € N,Tkﬂ' €Est o St< Tk1i+ck

On obtient alors ’algorithme indiqué sur la figure 5.3 pour majorer le temps de réponse d’une
instance lorsque la séquence d’exécution est valide. Les remarques faites lors de la présentation de
I’algorithme eval_TR permettent d’assurer que la valeur retournée est bien un majorant du temps
de réponse de I'instance donnée en paramétre. Le résultat suivant est donc vérifié.

Proposition 5.2 Soit s € PFX une séquence d’exécution valide. On a :
V71 € T,TRs(7,;) < eval TR(7y,) < Dy

A Taide de Palgorithme eval_TR, nous pouvons majorer la durée fournie par le théoréme 5.4
plus finement que dans la section 5.4. Les modifications que nous apportons sont essentiellement
du méme ordre que dans la section 5.4. Toutefois, nous distinguons en plus un cas particulier de
(5.4). Lorsque eval_TR(7g,i—1+s,) = Ck, on a aussi T R(7ki—1+5,) = Ck. Puisque les temps de
réponse ne peuvent pas diminuer (lemme 4.6), on en déduit :

TRs(Thi-146,) = TRs(Tk,i—1) = Ck

On peut aussi étre tenté d’utiliser une propriété similaire : eval_TR(7x,—1) = Dj. Cependant,
eval_TR détermine un majorant du temps de réponse de 74,1, on ne peut donc pas en déduire
TRs(Tk,i—1) = Dg. Ce cas ne permet donc pas d’assurer TR (7 i—1+5,) = T Rs(Tk,i-1)-

Le tableau suivant résume les modifications que nous effectuons :

Cas du théoréme 5.4 Modifications effectuées Relation avec la
valeur exacte

(5.1) v =max{0,m — (T1 — C1),...,rx — (T — Ci)} v = ug
(5.2) v = max{vg_1,7x — (Tkx — eval _TR(Tk,s,-1))} v > Uk
(5.3) v = max{vg_1,7%,i—1 + eval _TR(Tki—1+s,)} v > U

eval _TR(7;,i—1+45,) > Ck

' Uk > ug

(5.4) = v, = max{vg_1,7%i—1 +eval _TR(Tki—1+6,)}

eval _TR(7;,i—1+45,) = Ck e =

= Vg = Vk—1

Nous obtenons alors ’algorithme indiqué sur la figure 5.4 pour approcher le résultat fourni par
le théoréme 5.4. Récursivement, on montre :

Vi e {l,...,n},vp > ug
On obtient alors le résultat suivant.
Proposition 5.3 Soit s € PF'X une séquence d’exécution valide. On a :
DMC Dn2() > up,

Le calcul de eval_TR(7y ;) a une complexité majorée par (k — 1).Dj. Pour k > p, lalgorithme
DMC_n2 nécessite exactement un appel & eval_TR. La complexité de calcul de DMC_Dn2 est donc
majorée par :

S S n® —p* —(n—p)
p+ > (k=1).Dy<p+D. Y (k—1)=p+D 5
k=p+1 k=p+1

Lorsque n < p, le théoréme 5.2 fournit la durée exacte de montée en charge par un calcul dont la
complexité est en O(n). Dans le cas présent, on peut donc supposer n > p. L’ordre de grandeur de
la, complexité de DMC_Dn2 est alors majoré par :

O(D.n?)
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5.6 Utilisation des instances vérifiant T R,(7;;) = Cj,

Le théoréme 5.2 montre que le temps de réponse des instances 74 ; des p taches les plus prio-
ritaires est égal & C}. Toutefois, d’autres taches peuvent aussi vérifier cette propriété. Dans cette
section, nous déterminons la plus longue suite 71,...,7x telle que le temps de réponse des ins-
tances 7 ; de ces taches soit égal & C. La connaissance de la valeur de K permet d’améliorer la
majoration de la durée de montée en charge donnée dans la section 5.5.

Tout d’abord, examinons I’algorithme eval_TR. Pour 75 ; € T telle que £ < p + 1, Ialgorithme
eval_TR teste les instances 74 ;» des taches dont I’indice est inférieur ou égal & p. Pour déterminer,
si une telle instance est potentiellement active & un instant t, il évalue la condition :

T <t <1+ Cpr

Ainsi, il teste en réalité le fait que 'instance 7y ;» soit active. Le résultat fourni pour le temps de
réponse de 7 ; est donc exact. On obtient alors la proposition suivante.

Proposition 5.4 Soit s € PFX une séquence d’exécution valide. Pour 7, ; € T vérifiant k < p+1,
on a:
eval TR(7x,;) = TRs(Th,i)

Grace a cette propriété, nous pouvons déterminer le temps de réponse exact des instances de
Tp+1. Considérons un instant ¢ € N & partir duquel la séquence s est cyclique. En calculant le
temps de réponse des 0,41 premiéres instances de 7,.1 activées aprés ¢, on peut déterminer s’il
est toujours égal & Cj. Lorsque c’est vérifié, on peut généraliser ce résultat a toutes les instances
de 7,41 puisque le temps de réponse des instances ne peut pas diminuer (lemme 4.6) et que la
séquence est cyclique au moins & partir de ¢.

L’approche que nous avons suivie permet de déterminer si le temps de réponse des instances
de 7,41 est toujours égal & C)41. Lorsque c’est le cas, on peut améliorer I’évaluation du temps de
réponse fournie par eval_TR. Généralisons maintenant notre approche.

Supposons que le temps de réponse des instances 75 ; des K taches les plus prioritaires soit égal
a Ck. On peut alors modifier ’algorithme eval_TR de la fagon suivante :

— la condition j < p & la ligne 7 est remplacée par j < K,

— la condition j > p & la ligne 8 est remplacée par j > K.

Nous notons eval_TRK(K, 73 ;) cette variante de l’algorithme eval_TR(7y ;). En raisonnant de la
méme maniére avec Tx 41 qu’avec 7,41, on obtient la proposition suivante.

Proposition 5.5 Soient K € N et s € PFX une séquence d’exécution valide vérifiant la propriété
sutvante :
V7 €T, 1<k <K= TRS(TIM') =C}

DMC_Dn2()
M=0
for k from 1 to n do
if k <p
then M = max(M,r; — (Tx — Ck))
else
if rp, > M
then M = max(M,ry-(T-eval_TR(7%4,-1)))
else

i=[(M-rk)/Tk], tr = eval _TR(7i—14s,)
if (tr > C%) then M = max(M,ry ;- (T-tr))
return M

F1G. 5.4 — Approximation pseudo-polynomiale du calcul exact
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Pour 1, ; € T vérifiant k < K+ 1, on a :
eval TRK(K,7y;) = TRs(7k,)

Gréace a cette propriété et en continuant avec Tk 1 le raisonnement que ’on a eu précédemment
avec Tp4+1, on obtient 'algorithme indiqué sur la figure 5.5 pour déterminer la longueur de la plus
longue suite 71,..., Tk telle que le temps de réponse des instances 7 ; de ces taches soit toujours
égal & Cj. En combinant 1g_suite avec DMC_Dn2, on obtient une majoration plus fine de la durée de
montée en charge. L’algorithme indiqué sur la figure 5.6 implémente cette approche. La proposition
suivante suit directement des propriétés de 1g_suite et de DMC_Dn2.

Proposition 5.6 Soit s € PFX une séquence d’exécution valide. On q :
DMC_ Pn2() > u,
En début d’exécution, 1g_suite appelle DMC_n, la complexité de cet appel est en O(n). Ensuite,

1g_suite effectue au plus >, 0, appels & eval_TRK. La complexité pour évaluer 1g_suite
est donc majorée par :

=p+1

n n n2—p?—(n—
nt S (k—1.Dpdp<n+P. Y (k—1)=n+pP"L 2( )
k=p+1 k=p+1
lg_suite()
k = p, deb = DMC_n()
do

stable = true, i = 0, dec = [(deb—rt41)/Tht1]
while (stable and (i < §x41)) do
stable = (eval_TRK(k,k+1,i+dec) = C})
i=1i+1
if (stable) then k = k+1
while (stable and (k < n))
return k

FiG. 5.5 — Algorithme de recherche des taches 7, pour lesquelles le temps de réponse de chaque
instance vaut C},

DMC_Pn2()
K = 1g_suite()
M=0
for k from 1 to n do
if k <K
then M = max(M,r, — (Tx, — Ck))
else
if rp, > M
then M = max(M,rs- (T,-eval _TRK(K, 7 5,-1)))
else

i=[(M-rg)/Ti], tr = eval _TRK(K, 7% i—1+5,)
if (tr > C%) then M = max(M,ry ;- (T}-tr))
return M

F1G. 5.6 — Approximation exponentielle du calcul exact



70 CHAPITRE 5. DUREE DE MONTEE EN CHARGE EN PRIORITES FIXES

Aprés 'appel & 1g_suite, algorithme DMC_Pn2 a la méme complexité que DMC_Dn2 puisque K
peut étre égal & p. Sa complexité est donc majorée par :

n*—p®>—(n—p)

p+n+(D+P) 5

Lorsque n < p, Le théoréme 5.2 donne la durée exacte de montée en charge avec une complexité
de calcul en O(n). Dans le cas présent, on peut donc supposer n > p. L’ordre de grandeur de la
complexité de calcul de DMC_Pn2 est alors majoré par :

O(P.n?)

5.7 Calcul de la durée exacte de montée en charge

Les majorations de la durée de montée en charge que nous avons données précédemment re-
posent sur une majoration du temps de réponse des instances. Dans cette section, nous utilisons un
algorithme pour déterminer le temps de réponse exact d’une instance quelconque. Nous pouvons
ensuite appliquer le théoréme 5.4 sans le modifier pour déterminer la durée de montée en charge
exacte.

Considérons une séquence s € PF'X et une instance 75 ; € 7. Par définition, I'instance 7y ; est
active aux seuls instants ¢ € N vérifiant :

Tri <t <es(Thi) =7rki+TRs(Thy)

Pour définir l’algorithme eval_TR, nous avons majoré le temps de réponse de 73 ;. Considérons
maintenant ’algorithme indiqué sur la figure 5.7.

L’algorithme exact_TR est récurrent. Cependant, & chaque appel récursif, on a j < k. Une suite
d’appels récursifs de exact_TR se termine donc toujours. De plus, I’algorithme exact_TR utilise la
définition exacte d’une instance active, le temps de réponse qu’il calcule est donc exact. On obtient
alors la proposition suivante.

Proposition 5.7 Soit s € PFX une séquence d’exécution valide. On a :
Y1k, € T,exact_TR(7,:) = TRs(Tk,i)

Cette méthode de calcul des temps de réponse étant récursive, il est nécessaire pour 'utiliser
de stocker en mémoire les temps de réponse précédemment calculés. Ainsi & chaque appel de
exact_TR(7x;), on vérifie si le temps de réponse de 7;,; n’a pas déja été calculé, dans le cas

exact_TR(7,;)
nb_acces = 0, t = 73 ;
while ((nb_acces < (%) and (t < di;)) do
many = 0, j =1
while ((many < p) and (j < k)) do
if (¢t > r;) then
if (j <p) and (((¢ —r;) mod T;) < C;) then many = many+1
if (j > p) and (((t —rj) mod T;) < exact_TR(7; | (t—r,)/7,])) then many = many+1

3=
if (many < p) then nb_acces = nb_acces+1
t = t+l

return t - 71,

Fi1G. 5.7 — Calcul du temps de réponse exact d’une instance
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contraire, on le calcule et on conserve le résultat dans une mémoire annexe. Le calcul de DMC_n par
exemple permet de majorer la taille de la mémoire nécessaire. Cependant, sa complexité peut étre
exponentielle puisqu’elle dépend de la métapériode. Toutefois, dans la section 5.8, nous montrons
qu’en pratique le nombre d’instances dont le temps de réponse est calculé reste polynomial.

Grace a cette méthode de calcul du temps de réponse, on peut appliquer le théoréme 5.4 sans
aucune modification. Il n’est méme plus nécessaire de rechercher la plus longue suite 71, ..., 7K
telle que le temps de réponse des instances de ces taches soit égal & C. On évite ainsi le calcul de
1lg_suite. On obtient alors I'algorithme indiqué sur la figure 5.8. Puisque l'algorithme exact_TR
calcule le temps de réponse exact des instances, la proposition suivante est vérifiée.

Proposition 5.8 Soit s € PF'X une séquence d’exécution valide. On a :
DMC_exact() = u,

La complexité de I’algorithme DMC_exact dépend du nombre I d’instances dont il est nécessaire
de calculer le temps de réponse. Quelle que soit 'instance considérée, la complexité d’un appel a
exact_TR est majorée par n.D. La complexité de l’algorithme DMC_exact est donc majorée par :

n+n.D.I
L’ordre de grandeur de la complexité de DMC_exact est alors majoré par :
O(n.D.I)

La variable tr1 utilisée dans ’algorithme DMC_exact correspond au temps de réponse d’instances
dont la date d’activation est postérieure & P. Or, le nombre d’instances qui les précédent est
du méme ordre de grandeur que Y ,_, ;. Ainsi, 'ordre de grandeur de I est exponentiel. La
complexité de DMC_exact est donc majorée par :

O(n.D.P)

Cependant, les expérimentations que nous avons menées dans la section 5.8 révélent qu’en pratique
I’ordre de grandeur moyen de I est polynomial.

5.8 Expérimentations

5.8.1 Echantillons engendrés

Pour évaluer la qualité des majorations que nous avons obtenues dans les sections précédentes,
nous avons réalisé 4 campagnes de tests. Chacune d’elles est consacrée & un nombre de processeurs

DMC_exact ()

M=0
for k from 1 to n do
if k <p
then M = max(M,r; — (T — Cx))
else
if rp > M
then M = max(M,r;- (T;-exact _TR(7y5,-1)))
else
i= [(M—rk)/Tkl
trl = exact_TR(7;—1+46,)
tr2 = exact_TR(7y ;1)
if (trl # tr2) then M = max(M,r; ;- (T;-trl))
return M

F1a. 5.8 — Algorithme de calcul de la durée exacte de montée en charge
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précis, respectivement 1, 2, 4, et 8 processeurs. Pour chaque campagne de tests, nous avons généré
aléatoirement plusieurs jeux de 1000 tests en fonction de la charge des systémes de taches. Pour la
campagne 3 p processeurs, la charge varie dans ’ensemble {p x 50%,p x 55%,...,p x 100%}. La
figure 5.9 donne les caractéristiques moyennes de chaque jeu de test.

5.8.2 Meéthode de simulation utilisée

Pour évaluer les résultats que nous avons obtenus dans les sections précédentes, nous devons
choisir une politique d’ordonnancement & priorités fixes : nous avons utilis¢ DM. Nos résultats sont
valides uniquement pour les séquences valides, nous ne pouvons donc utiliser que les systémes de
taches générés qui sont ordonnancables par DM. La figure 5.9 indique la proportion de systémes
générés qui sont ordonnancables par DM. Pour les échantillons & 2, 4, et 8 processeurs, la proportion
de systémes valides est trés faible lorsque la charge est & 100%. Les résultats que nous présentons
ensuite étant des moyennes, ceux-ci ne sont donc pas représentatifs pour ces 3 jeux de test, en
conséquence, nous ne les présentons pas. Ensuite, nous comparons la durée de montée en charge
obtenue par simulation avec les majorations que nous avons établies.

Pour déterminer la durée de montée en charge exacte & partir de la simulation, nous procédons
de la maniére suivante. Lors de la simulation, les taches sont représentées & chaque instant par
l’état courant de leur instance active. L’état d’une instance 75 ; & un instant ¢ est décrit par le
nombre d’accés processeur qu’elle a déja réalisés (C'Es(7x,4,t)) et par la distance & son échéance
(dk,; — t). Nous simulons l’exécution tout en recherchant un instant ¢t € r + P.N* tel que D’état
de chaque tache soit identique & celui dans lequel elle était & 'instant ¢ — P. Dés que 1’on obtient
un tel instant, on peut affirmer que la séquence s est périodique depuis linstant ¢ — P (DM est
déterministe). Toutefois, 'instant ¢ ne correspond pas forcément & la durée exacte de montée en
charge, car le début du régime cyclique peut se situer avant. Il est donc nécessaire de parcourir
la séquence d’exécution de l'instant ¢’ = ¢ — P — 1 jusqu’a ¢’ = 0 au pire. A chaque étape ¢’ de
ce parcours, si sy =1 sp4p alors on passe & t' — 1, sinon l'instant exact d’entrée dans le régime
cyclique est ¢ + 1.
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F1G. 5.9 — Caractéristiques des systémes de taches générés
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5.8.3 Résultats

Les figures 5.10 et 5.11 présentent les résultats que nous avons obtenus. Ceux-ci sont relative-
ment homogénes par rapport aux nombres de processeurs.

Tout d’abord, nous avons positionné la durée de montée en charge par rapport & la borne
minimale fournie par le théoréme 5.3, noté min, et la plus tardive date de premiére activation
r. Quel que soit le nombre de processeurs, on constate que la durée obtenue par simulation est
proche de la borne minimale lorsque la charge est faible et tend vers r lorsque la charge augmente.
Cependant, r n’est pas un majorant de la durée de montée en charge, contrairement a ce que
les résultats que nous avons obtenus pourraient laisser croire. Les résultats que nous présentons
sont des moyennes, ainsi bien que r ne soit pas un majorant de la durée de montée en charge, en
moyenne il constitue une assez bonne approximation lorsque la charge est élevée.
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F1G. 5.10 — Résultats pour les systémes monoprocesseur et biprocesseur
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Ensuite, nous avons comparé les majorations que nous avons obtenues avec la durée
de montée en charge obtenue par simulation. Pour cela, nous avons calculé le rapport
durée fournie par la simulation P ) : :
durée Tournie par Ta méthode x° A1_1151, ce rapport tend vers 1 lorsque 1’approximation _est bonne, et
tend vers 0 dans le cas contraire. Remarquons tout de suite que ce rapport vaut toujours 1 avec la
méthode DMC_exact, ceci confirme nos résultats puisque les durées obtenues théoriquement et par

simulation sont identiques.

Pour les tests en monoprocesseur et biprocesseur, le majorant fourni par CGO6a est environ 10
fois plus grand que la durée de montée en charge. Le meilleur majorant obtenu est entre 3 et 5
fois plus grand. Les méthodes DMC_Dn2 et DMC_Pn2 ne se distinguent presque pas et apportent peu
d’amélioration par rapport & DMC_n.

Pour les tests avec 4 ou 8 processeurs, les performances des méthodes CG0O6a et DMC_n se
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F1G. 5.11 — Résultats pour les systémes & 4 ou 8 processeurs
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dégradent par rapport au cas avec 1 ou 2 processeurs. Par contre, les méthodes DMC_Dn2 et DMC_Pn2
se distinguent clairement et augmentent nettement leurs performances lorsque la charge est faible.
Dans certains cas, elles fournissent de trés bons majorants de la durée de montée en charge.

Ainsi, la méthode DMC_n fournit généralement une majoration 2 fois plus petite que celle fournie
par CGO6a. Les méthodes DMC_Dn2 et DMC_Pn2 apportent un gain supplémentaire qui s’amplifie
lorsque la charge n’est pas trop grande (<70%) et que le nombre de processeurs est assez grand
(= 4).

Nous avons évalué le nombre I d’instances dont le temps de réponse est calculé en fonction
des différentes méthodes. Pour la méthode DMC_Dn2, I est inférieur au nombre de taches n. Par
contre, pour DMC_Pn2, I est important mais reste bien inférieur au nombre d’instances générées par
métapériode (voir figure 5.9). Rappelons que la méthode DMC_Pn2 peut potentiellement calculer
plus de Y ;_, &, temps de réponse. Finalement, pour la méthode DMC_exact, I reste faible et parait
étre du méme ordre de grandeur que n. En admettant ce point, la méthode DMC_exact fournirait
alors la durée exacte de montée en charge par un calcul dont la complexité est du méme ordre de
grandeur que O(D.n?). En moyenne, sa complexité serait alors du méme ordre de grandeur que
DMC_Dn2. Rappelons que comme pour DMC_Pn2, le nombre d’instances dont DMC_exact calcule le
temps de réponse peut étre exponentiel - i.e. du méme ordre que >, _, 0.

La figure 5.12 présente le temps de calcul nécessaire pour traiter avec chaque méthode ’ensemble
de ’échantillon construit pour 8 processeurs. Les méthodes DMC_Dn2 et DMC_exact requiérent des
temps de calcul relativement similaires, ce point corrobore le fait que la complexité en moyenne de
DMC_exact puisse étre de I’ordre de grandeur de O(D.n?). Par contre, on remarque que la méthode
DMC_Pn2 nécessite un temps de calcul bien plus important mais qui reste trés inférieur & celui de
la, simulation.

5.9 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons déterminé la durée exacte de montée en charge. Nous en avons
proposé plusieurs majorations basées sur l’évaluation du pire temps de réponse des instances;
d’autres techniques de majoration du temps de réponse peuvent aussi étre utilisées.

La suite logique de notre travail consiste & déterminer un intervalle de faisabilité qui soit le
plus petit possible. Les propriétés mises en évidence dans [24, 42] doivent alors étre croisées avec
I’expression de la durée de montée en charge que nous avons donnée.

Plusieurs extensions sont envisageables. Premiérement, les configurations de priorité PFI sont
équivalentes aux configurations PFX & une transformation prés du systéme de taches (voir section

8.4.1). Ainsi, on peut appliquer les résultats que nous avons obtenus au contexte PFI. Toutefois,
la durée de montée en charge du systéme équivalent (PFX) est une majoration de celle du systéme

initial (PFI). Une étude supplémentaire est donc nécessaire pour étendre correctement a PFI les
résultats que nous avons obtenus pour PFX. Deuxiémement, nous avons mené notre étude en
supposant que ’exécutif temps-réel est préemptif et que la migration totale est autorisée. On peut
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FiG. 5.12 — Temps de calcul de I'échantillon & 8 processeurs, 1000 systémes de taches & évaluer
pour chaque valeur de la charge
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naturellement chercher & étendre nos résultats & d’autres exécutifs temps-réel. Troisiémement, nous
avons considéré que les taches sont indépendantes, on peut aussi étudier I'impact des interactions
entre les taches sur la durée de montée en charge.

Les travaux menés dans ce chapitre ont fait I’objet d’un article soumis & une revue internationale
en 2007.



Chapitre 6

Intervalle d’étude pour les méthodes
hors-ligne

6.1 Introduction

Dans le chapitre 3, nous avons donné des exemples de séquences d’exécution valides et acycliques
appartenant & PFI. Ainsi, il n’existe pas d’intervalle de faisabilité commun & toutes les séquences
d’exécution puisque le premier dépassement d’échéances peut étre commis arbitrairement loin.
D’autre part, les approches hors-ligne exactes consistent généralement & explorer I’ensemble des
séquences d’exécution possibles, elles considérent donc aussi les séquences acycliques. Ainsi, en
toute généralité, on ne dispose pas d’intervalle d’étude pour les méthodes hors-ligne.

Dans [21], les auteurs montrent que les séquences d’exécution monoprocesseur engendrées par
les politiques appartenant & DCL sont cycliques. De plus, ils fournissent une méthode pour calculer
la durée de montée en charge a partir du diagramme de charge. Cette durée est indépendante de la
politique DCL utilisée. La méthode hors-ligne proposée par [45] réutilise ces résultats pour définir
Iintervalle d’étude. Cependant, les méthodes hors-ligne considérent aussi les séquences d’exécution
acycliques puisqu’elles effectuent une recherche exhaustive. La durée d’étude utilisée par [45] res-
treint donc la recherche aux séquences dont le régime cyclique commence avant : certaines séquences
d’exécution ne seront jamais considérées, la recherche effectuée n’est donc plus exhaustive. Toute-
fois en monoprocesseur, la classe de politiques DCL est optimale. Donc, §’il existe une séquence
valide, alors la méthode de [45] fournit tout de méme une solution.

En contexte multiprocesseur, on connait une borne de la durée de montée en charge pour
les séquences engendrées par les politiques appartenant & PFX ou & PFI (voir chapitres 4 et 5).
Pour la politique LLF et plus généralement pour les séquences DCL, on ne dispose pas d’une
telle borne. Ainsi, la méthode utilisée par [45] en monoprocesseur ne peut pas étre reprise pour le
contexte multiprocesseur. Dans ce chapitre, nous proposons une nouvelle approche pour déterminer
un intervalle d’étude pour les méthodes hors-ligne en multiprocesseur. Elle ne repose pas sur la
cyclicité des séquences d’exécution, mais sur les états atteignables par le systéme de taches & un
instant donné (par état, nous considérons le nombre d’accés processeur réalisés par chaque instance
courante).

6.2 Contexte d’étude

Dans cette section, nous posons le formalisme propre & notre étude. Nous considérons les sys-
témes de taches périodiques interdépendantes exécutées en contexte multiprocesseur préemptif
avec migration totale. Nous supposons que les échéances des tiches sont inférieures ou égales a
leur période. De plus, nous ne considérons que les méthodes hors-ligne qui explorent toutes les
séquences d’exécution. Par exemple, la méthode que nous avons définie dans le chapitre 7 traite

T
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uniquement les séquences & priorités fixes, elle n’entre donc pas dans ce cadre-la. Par contre, la
méthode basée sur les réseaux de Petri définie dans [45] et celle que nous présentons dans la partie
IV vérifient bien cette hypothése.

Nous modélisons les séquences d’exécution & I'aide de 1’état d’avancement de ’instance courante
de chaque tache.

Définition 6.1 Soient s une séquence d’exécution, t € N, et 7, € 7. On note ei(s,t) l’état de
linstance courante de 7y, a linstant t dans la séquence s :

(s t)_{ 0, st <t

R CEs(Th, | (t—ry)/T | 1), Sinon

On note €(s,t) = (e1(s,t),...,en(s,t)) Uétat des tdaches o linstant t dans la séquence s, et E
l’ensemble des états possibles.

Nous modélisons les contraintes induites par les interactions entre les taches en utilisant des
prédicats exprimés a partir du modéle que nous avons choisi. Une contrainte est dite périodique si
son expression ne dépend pas de la métapériode courante.

Définition 6.2 Soit s une séquence d’exécution. Une contrainte d’exécution Q sur s est un prédicat
de la forme Q(t,€(s,t),s:). La séquence s est valide selon Q jusqu’a Vinstant t si et seulement si :

V' < t, Q' e(s,t'), s¢)

Une contrainte d’exécution Q est cycliqgue de période P a partir d’un instant 6 € N si et seulement
st :

vt 2 67 Ve € Evvx C Fa Q(tv evx) Aad Q(t + P7 €, {Tk,i|7’k,i7§k € I})

Dans toute la suite, on note @) la contrainte d’exécution appliquée au systéme de taches 7, et
V; Vensemble des séquences d’exécution valides selon ) jusqu’a l’instant ¢. Dans la section 6.3.2,
nous précisons les contraintes d’exécution que ’on peut modéliser & partir du prédicat Q.

Nous disons qu’un état est atteignable & l'instant ¢ s’il existe une séquence d’exécution valide
jusqu’a linstant ¢ qui améne le systéme de taches dans cet état-1a. Cette notion permet de définir
une fonction d’atteignabilité : un état est atteignable & partir d’un autre s’il existe une séquence
d’exécution valide passant par ces deux états-la. Nous adoptons alors les définitions suivantes.

Définition 6.3 Pour tout t € N, on note A; ’ensemble des états atteignables a Uinstant t :
Ay = {e|Fs € V; tel que e = €(s,t)}

Définition 6.4 Pour tout instant t € N, tout A € N, et tout état e € A;, on note att, A la fonction
qui associe o e 'ensemble des états atteignables a partir de e a Uinstant t en A étapes :

atty ale) = {€'|3s € Viga tel que e(s,t) =eNe(s,t+A) =€}

Lorsque A =1, on note plus simplement att, pour att; .

6.3 Intervalle d’étude

A partir du modéle défini dans la section précédente, nous montrons que 1’on peut mener une
analyse finie méme dans le cas ou les taches sont & départs différés et bien que certaines séquences
d’exécution valides puissent étre acycliques. Dans la section suivante, nous appliquons ce résultat
a des méthodes de validation hors-ligne connues.
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6.3.1 Etude dans le contexte des contraintes périodiques

Dans cette section, nous étudions les ensembles (A;).cn obtenus lorsqu’il existe un instant 6 € N
satisfaisant les deux hypothéses suivantes :

— les contraintes sont cycliques de période P & partir de §

— Asyp C As
En présence de ces deux propriétés, on suit ’approche suivante pour obtenir une durée de vali-
dation finie pour I’étude de toutes les séquences valides. La périodicité des contraintes entraine
la périodicité de la fonction d’atteignabilité (lemme 6.1). Conjuguée avec l'inclusion A5 p C As,
cette propriété induit la “décroissance” des ensembles A; (théoréme 6.1) :

As D Asyp D Aspop D -+

Le nombre d’états possibles étant fini, on montre alors (théoréme 6.2) qu'il existe n € § + PN
vérifiant :
As DAsyp D Aspop D DAy =Apip=---

La suite des ensembles (A:):en admet donc une limite. Si c’est I’ensemble vide, alors il n’existe au-
cune séquence d’exécution de 7 qui soit valide ; dans le cas contraire, les ensembles A,,, ..., A, p_1
décrivent les états qui appartiennent au régime cyclique du systéme de taches.

Plusieurs méthodes ont été développées pour déterminer les ensembles A;, par exemple [26,
45, 62, 64]. Le raisonnement mené ci-dessus montre que l’on peut stopper ’évaluation dés que on
obtient deux ensembles distants de P unités de temps et contenant exactement les mémes éléments.
Cependant, pour déterminer si un ensemble A; contient les mémes éléments que ’ensemble Ay, p,
on est amené & utiliser un algorithme dont la complexité de calcul est majorée par |A;| x |Aitp|.
Evaluer cette condition & chaque instant engendre donc une complexité importante. Toutefois,
le théoréme 6.2 montre que l’ensemble A;yp est inclus dans ’ensemble A;, on peut donc tester
A; = Aiip en évaluant simplement |A;] = |A;p| @ la complexité nécessaire descend alors a
max{|A¢|, |Ar+p|}. Ce critére de détection est I’objet du théoréme 6.3.

Tout d’abord, nous montrons que dés que la contrainte d’exécution () considérée est périodique,

alors la fonction d’atteignabilité att; ’est aussi.

Lemme 6.1 Soient § e N, t > 0§ et e € Ay N Agqp. Si la contrainte Q) est périodique & partir de 6,
alors on a pour tout état ¢’ € E et tout A € N :

e € atty a(e) & €' € attirpale)

Démonstration :
Soient A € N et €’ € atty ale).
Puisque e € A; et que ¢’ € attyale), il existe une séquence s € Vipa vérifiant e(s,t) = e et

e(s,t+A)=¢.
D’autre part, e appartient aussi & A+ p. Donc, il existe une séquence s’ € Vi p vérifiant
e(s',t+ P)=e.

Définissons maintenant la séquence s’ de la maniére suivante :

sy,sit/ <t+P

Ve €N, s} = .
S¢/— p, SINON

Par construction, on a s” € Vi p, ainsi que €(s”,t + P) = e et e(s”,t + P+ A) = ¢’. 1l reste
maintenant 4 montrer que s” € Viypia.
On as € Vi, et donc :

V' e Nt <t <t+ A= Q' e(s,t),s)

Par construction, la portion de la séquence s comprise dans intervalle [t, ¢ + A] est identique a la
portion de s” comprise dans lintervalle [t + P,t + P + A]. Comme la contrainte @ est périodique,
on obtient :

V' eNJt+P<t' <t+P+A= Q' es" 1), s)
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On a donc s” € Viypyna, et finalement e’ € attipa(e).

Supposons maintenant que e’ € att;yp a(e). En raisonnant de la méme maniére que précédem-
ment, on montre que ¢’ € att; a(e).

CQFD.

Nous montrons maintenant que les ensembles A; sont décroissants dés que la contrainte )
considérée est périodique et qu’il existe ¢t € N vérifiant A, p C Ay.

Théoréme 6.1 Soit 6 € N. Si la contrainte Q) est périodique a partir de et si As1p C As, alors
on a:
Vk €N, Asipir.p C Astr.p

Démonstration :
Par hypothése, on a :
Ve € Asyp,e € As N As4p

D’aprés le lemme 6.1, on obtient alors :
Ve € Asyp,Ve' € E ¢’ € atts1pp(e) & € € atts ple)

On obtient donc :
attsyp,p(Asrp) = attsp(Asip)

Or par hypothése, on a As;p C As, on en déduit donc :
Asyop = attsypp(Astp) C atts p(As) = Asyp

En réitérant ce raisonnement, on obtient le résultat.

CQFD.

Nous déduisons du résultat précédent que la suite (At)ies+pn admet une limite.

Théoréme 6.2 Soit 6 € N. Si la contrainte Q) est périodique a partir de § et si As.p C As, alors
il existe n € § + P.N vérifiant :

A»,] :An+P:An+2P — s

Démonstration :
D’aprés les théorémes 6.4 et 6.2, on a :

As DA§+p DA§+2P Do

Ainsi, le nombre d’éléments contenus dans les ensembles As, Asyp, ... est décroissant. De plus,
le nombre d’éléments contenus dans ces ensembles est toujours fini. Il existe donc n € § + P.N

vérifiant :
A»,] = A’H'P

En utilisant le lemme 6.1, on montre alors :
atty,p(Ay) = altyipp(Ayip)

Et on en déduit :
Apyp = Ayyap

De proche en proche, on obtient le résultat.
CQFD.

Finalement, nous donnons un critére pour déterminer 'instant auquel la suite (A:)ics+pPN
atteint sa limite.
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Théoréme 6.3 Soient & € N. Si la contrainte Q) est périodique & partir de 6 et si Asip C As,
alors pour tout n € 6 + P.N vérifiant |A,| = |Ay+p|. On a :

Ay =Agp=Aypop=-

Démonstration :
D’aprés les théorémes 6.4 et 6.2, on a :

A77 D A77+P D A77+2P Doeee
Etant donné que |A,| = |A,+p|, on obtient aussi :
Ay = Apyp
En utilisant le lemme 6.1, on montre alors :

Apyp = Apyop

De proche en proche, on obtient alors le résultat.
CQFD.

6.3.2 Intégration des contraintes d’exécution

Les contraintes d’exécution permettent de représenter les interactions entre les taches et aussi
celles dues au partage des processeurs. En utilisant les notations que nous avons définies sur les
séquences d’exécution dans la section 2.2, on peut exprimer facilement les contraintes classiques
(précédence, exclusion mutuelle, etc). Toutefois, les notions sous-jacentes & ces notations supposent
une connaissance globale de la séquence d’exécution. Or, le formalisme que nous utilisons ici ne
fournit qu’une représentation partielle de la séquence : on doit donc vérifier les contraintes s’appli-
quant & un instant donné seulement & l’aide de la connaissance de 1’état des instances courantes
et de la combinaison d’instances choisie pour étre exécutées & cet instant-1a. Les contraintes d’exé-
cution doivent donc étre formulées seulement a partir de la notion d’état que nous avons définie
dans la section 6.2.

Echéances temporelles. Dans un systéme temps-réel, chaque tache est soumise & un délai cri-
tique : toutes les instances engendrées doivent terminer leur exécution sans dépasser leur échéance.
Cette contrainte s’exprime de la maniére suivante :

VTkﬁi €T, TRS(TJM) < Dy,

Pour intégrer cette contrainte, on vérifie pour un instant donné que toutes les instances dont
I’échéance se situe & cet instant-14 ont bien terminé leur exécution. On obtient alors le prédicat
suivant :

Qre(t,e,z) & [VTk ert>rpAN{t—ry) mod Ty =D —1=ep+|zN {Tk,L(t—rk)/TkJH = Ok}

On peut aussi utiliser un prédicat plus exigeant pour représenter le respect des échéances basé
sur la laxité des tiches. On impose alors que la laxité des taches soit toujours positive ou nulle.
Ainsi, on peut détecter les dépassements d’échéance plus tot. On formule cette seconde version par
le prédicat suivant :

VTkET,tZTk/\’I”kJ'§t<dk7i:>dk1i—t—1ch—ek—|$ﬂ{7'k7i}|
ol = \_(t—Tk)/TkJ

On vérifie aisément que ces deux contraintes sont périodiques.

Qre(te,z) &

Proposition 6.1 Les contraintes Q. et Q. sont cycliques de période P & partir de l’instant r.
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Partage des processeurs. Nous considérons les architectures multiprocesseurs et nous suppo-
sons que les taches sont préemptibles et que I’hypothése de migration globale est vérifiée. Dans ce
contexte, la seule contrainte imposée par ’architecture consiste & vérifier que le nombre de taches
exécutées simultanément n’excéde jamais le nombre de processeurs :

Vte N, |s| <p
Naturellement, le respect du nombre de processeurs s’exprime alors ainsi :
Qup(t,e,x) & [z[ < p
Cette contrainte est clairement périodique.

Proposition 6.2 La contrainte Q. est cyclique de période P a partir de instant r.

Relation de précédence. Nous avons vu dans le chapitre 2 que les communications et les syn-
chronisations entre les taches sont représentées par des relations de précédence. Nous ne considé-
rons ici que les contraintes de précédence simple : deux taches liées par une relation de précédence
doivent avoir la méme période. Ainsi, lorsque 75, précéde 74/, chaque instance 7,/ ; ne peut étre
exécutée qu’une fois I'instance 7 ; terminée. On formule le respect des contraintes de précédence
ainsi :

VThyis Tkt i € Ty The = Tht = CES(Tk’,iues(Tk,i)) =0

Considérons deux téaches liées par une relation de précédence 7, > 73,. Dés qu’une instance 73 ;
s’exécute & un instant ¢ donné, l'instance 73, ; doit étre terminée. Pour cela, on doit forcément avoir
t > Tk, (t—ry)/T, |- Posons i = [(t —ry) /T ]. Deux cas sont & prendre en considération en plus
de la condition ¢ > ry; :

— soit ey = CY, : 'instance 73 ; est terminée,

— soit ¢ > ry ;41 : U'instance 73,11 est activée, puisque la séquence est valide et que Dy, < Ty,

alors I’instance 7y, ; est bien finie.
On peut donc formuler la contrainte des relations de précédence ainsi :

Tk, Tkt € T, Tk = Tt N €xt >Oét2rk1i/\(ek :Ckvtzrk1i+1)

Qrp(t’e’x) = ouni=|(t—rr)/Tk]

Le comportement de ce prédicat est indépendant de la métapériode courante, le résultat suivant
est donc vérifié.

Proposition 6.3 La contrainte ()., est cyclique de période P a partir de Uinstant r.

Exclusion mutuelle. Pour modéliser ce type de contraintes, on utilise généralement des séma-
phores. Pour ne pas alourdir le formalisme, nous adoptons les deux restrictions suivantes :

— le systéme de taches est doté d’au plus un sémaphore

— chaque instance réalise au plus un accés au sémaphore

CE (t,,.t) = 0 1 2 3 4 5 6
Instructions = o y * * o o
* : critique ' ' : ' ' : >
. 120 3 4 5 6
0 : non critique 1 1
a, By

F1G. 6.1 — Accés au sémaphore pour la tache 7, € 7
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L’étude correspondant & ces deux restrictions s’étend mutatis-mutandis au cas général.
Considérons une tache 7, € 7, nous modélisons 'accés qu’elle peut réaliser au sémaphore a
laide des deux informations suivantes (voir figure 6.1) :
— «y : la premiére instruction appartenant a la section critique,
— Bk : la derniére instruction appartenant & la section critique.
Lorsqu’une tache 7, € 7 n’accéde jamais au sémaphore, nous posons par convention ay = g = —1.
Dans ce cadre, une instance accéde au sémaphore & un instant ¢ si et seulement si :

ap < CEg (ki t) < B Nagp < CEg(Tii,t+1) < B

Dans toute la suite, on note sem (74, ¢) le prédicat défini par cette condition. L’exclusion mutuelle
est satisfaite si et seulement si & chaque instant le nombre d’instances en section critique est inférieur
ouégalal:

Vit € N, |{7k,: € T|sems (T4, 8)} <1

Pour intégrer la contrainte d’exclusion mutuelle des accés aux sémaphores, on utilise ’expression
donnée ci-dessus en apportant quelques modifications :

Hre € Tlag <ep < Br Aoy <er + [z N {m}| < B} <1
Qem(t e, z) < otti = [(t —r)/Tk]

Ce prédicat ne dépendant pas de la métapériode considérée, le résultat suivant est donc vérifié.

Proposition 6.4 La contrainte Q.,, est cyclique de période P d partir de linstant r.

6.3.3 Décroissance de la suite (A;)ic,+pn

L’étude que nous avons menée dans la section 6.3.1 repose sur deux hypothéses. Dans la section
précédente, nous avons montré qu’un certain nombre de contraintes classiques sont exprimables
sous la forme de contraintes d’exécution (prédicat) périodiques. Dans cette section, nous montrons
que les systémes de tiches soumis & ces seules contraintes vérifient A, p C A,. Ainsi, 'analyse
menée dans la section 6.3.1 s’applique & ces systémes de taches.

Théoréme 6.4 Si le systéme de tdches T est soumis aux seules contraintes Qre, Qnp, Qrp; Qem,
alors on a :
Ar—i—P C Ar

Démonstration :
Soit e € A,4p. Par définition, il existe une séquence s € V,.; p vérifiant e(s,r + P) = e.
Définissons maintenant une séquence d’exécution s’ de la maniére suivante :

Vit € N, 51/5 = {Tk,i—s),|Th,i € St4P N0 > 01}

A chaque instant ¢, la séquence s’ ainsi définie correspond a la séquence s, décalée de P unités de
temps vers la gauche, et restreinte aux instances 7 ; dont la date d’activation est postérieure ou
égale & r + P.

Par construction, on a ¢(s’,7) = e. Ainsi, la séquence s’ permet d’atteindre ’état e en r étapes.
Montrons maintenant que la séquence s’ appartient & V..

Par définition, la séquence s est valide, on a donc Vt € N, |s;| < p. On obtient alors :

VtEN, sy < lsep| <p

Donc, la séquence s’ respecte le nombre de processeurs disponibles.

Considérons une instance 73 ; € 7 dont I’échéance appartient a 'intervalle [0, r[. Par construc-
tion, pour t > 1, on a ex(s’,t) = ex(s,t+P). Or, pour la séquence s, toutes les échéances des tiches
appartenant A Uintervalle [0, r + P[ sont respectées. Ainsi, l'instance 73 ; respecte son échéance dans
la séquence s’.
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Par construction, chaque instance exécutée dans la séquence s’ correspond 3 une instance
exécutée dans la séquence s exactement P unités de temps aprés. On en déduit :

Vt € N, |{7n,i|semy (Thi, )} < {7k,ilsems (it + P)} <1

La séquence s’ respecte donc I'exclusion mutuelle des accés aux sémaphores.

Considérons maintenant deux instances liées par une relation de précédence 74 ; > 73/ ;. Ces
deux instances correspondent respectivement dans la séquence s’ aux instances 7y 45, €t ThY i85,
de la séquence s. Or, la séquence s est valide jusqu’a 'instant r 4+ P, ainsi pour tout ¢ < max{r +
P,es(Th,ivs,)}, on a:

CE, (Tk/ﬂqﬂsk/ ) =0

Par construction, on en déduit pour tout ¢ < max{r, ey (7%,)} :
CEs (T i,t) =0

La séquence s’ respecte donc les relations de précédence.
Ainsi, la séquence s’ est valide jusqu’a l’instant r, on a donc e € A,.
CQFD.

6.4 Expérimentations

Les résultats obtenus dans la section précédente sont valables quelle que soit la méthode hors-
ligne considérée. Par exemple, on les retrouve dans le graphe de marquage généré par le réseau de
Petri proposé par [45], dans le volume engendré par le modéle géométrique proposé par [62, 64],
ou encore dans le langage engendré par automate fini proposé dans [63]. Dans la partie IV, nous
proposons une nouvelle méthode hors-ligne basée sur les chaines de Markov. On retrouve une fois
de plus les mémes propriétés dans les distributions de probabilités obtenues. Dans la suite, nous
vérifions expérimentalement nos résultats en utilisant les implémentations réalisées pour notre
modéle basé sur les chaines de Markov (voir partie IV).

6.4.1 Décroissance de la suite (A;)icr1pn

Considérons le systéme de taches suivant (pour cible monoprocesseur) :

| % Ok Dk Tk
| 2 5 10 15
| 0 3 & 15
3| 3 1 5 5
T4 | O 4 10 15

Nous avons appliqué une méthode hors-ligne a ce systéme en évaluant le nombre d’états attei-
gnables & chaque instant. Nous avons traité séparément les deux variantes que nous avons proposées
pour intégrer la contrainte portant sur les échéances des taches.

En utilisant le prédicat Q..., le nombre d’états atteints & chaque instant est indiqué dans le
tableau suivant :

Nombre d’états atteints
t=5.19 |26][60]102][14 [34[44[51[7[4]9]2]4[6]T7]18
t=20.34 [ 26 | 60 | 102 | 14 | 34 | 44 | 51 e

Pour le prédicat @Q,./, le nombre d’états atteints & chaque instant est indiqué dans le tableau
suivant :

Nombre d’états atteints
t=5.19 | 26|44 [48[10[16 |15 |12[5]2[3|2[4]6][7]18
t=20.34 | 26 |44 [ 48 | 10 [ 16 | 15 | 12 S
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Quel que soit le prédicat utilisé pour représenter la contrainte portant sur les échéances des
taches, on remarque que le nombre d’états atteints ne peut pas croitre entre deux métapériodes
successives (ici, il est constant). D’autre part, la suite (A;):er4pn converge dés Uinstant ¢ = 7.
L’utilisation du prédicat Q.. permet de diminuer significativement le nombre d’états & traiter.

6.4.2 Stabilisation de la suite (A;)ic,+pN

Dans la section précédente, nous avons présenté un exemple ou la suite (A;)icr+pN cOnverge
dés l'instant ¢ = r. Toutefois, comme le montre I’exemple suivant, I'instant r ne constitue pas une
borne & la durée de convergence de (A;)icr+p.N-

Considérons le systéme de taches suivant (pour cible monoprocesseur) :

| Tk Ok Dk Tk

| 1 3 7 10
|4 3 4 5

En utilisant le prédicat Q,., le nombre d’états atteints & chaque instant est indiqué dans le
tableau suivant :

Nombre d’états atteints
t=4..13 (4| 8|64 |1|1|2]|2 | 3 | 2
t=14.23 3| 7|53 |1]|1]|2 e

Pour ce systéme de taches, la stabilisation de (A¢)icr+p.n se produit & t = 8 > r = 4. Ainsi, r n’est
pas une borne de la durée de stabilisation de la suite (A¢)icr+pP.N-

Nous n’avons pas réussi & produire un exemple oul cette stabilisation apparait aprés r + P, et
cela méme lorsque EDF produit une séquence d’exécution dont la durée de montée en charge excéde
r 4+ P. Reprenons l’exemple 3.1 présenté page 35. La séquence produite par EDF en biprocesseur
pour ce systéme de taches est cyclique dés t = 14 > r + P = 11. Etudions maintenant le nombre
d’états atteignables & chaque instant en utilisant le prédicat @, :

Nombre d’états atteints
t=3.10 [23]20]17]6[3]|3][14]17
t=11..18 | 23 | 20 | 17

La suite (A¢)ier4+pn converge donc dés t = 3 = r, alors que la séquence produite par EDF (et
donc prise en compte par les méthodes hors-ligne) est cyclique seulement & partir de ¢t = 14. Cet
exemple montre donc que les méthodes hors-ligne peuvent converger alors que certaines séquences
sont, encore en phase de montée en charge. Ce constat confére un avantage certain aux méthodes
hors-ligne vis-a-vis de la durée de simulation par rapport aux politiques en-ligne comme EDF et
LLF. Par exemple, a la page 36, nous avons présenté un systéme de tiches dont le régime cyclique
de la séquence d’exécution produite par EDF en biprocesseur commence en ¢t = 139 > r+6P. Nous
avons appliqué notre méthode hors-ligne & ce systéme de taches : elle converge dés t = 11 = r!

6.4.3 Intervalle de faisabilité

Le fait que nous n’ayons pas pu obtenir un systéme de taches dont la durée de stabilisation
excéde r + P nous a amené a conjecturer que [0, 7 + P|[ puisse étre un intervalle d’étude. Toutefois,
I’exemple suivant montre que certains systémes de taches peuvent étre ordonnancgables jusqu’a un
instant postérieur & r + P bien qu’il n’existe aucune séquence infiniment valide.

Considérons le systéme de taches suivant (pour cible monoprocesseur) :

| e Ci Dy Ty

|4 3 5 5
| 1 ) 5 15

En utilisant le prédicat Q,., le nombre d’états atteints & chaque instant est indiqué dans le
tableau suivant :



86 CHAPITRE 6. INTERVALLE D’ETUDE POUR LES METHODES HORS-LIGNE

Nombre d’états atteints
t=4.18 [4[9]1]2[3]1]2[3]4[4]1]2]3]7]11
t=19.33 [3]|7[1]0 0

1l existe donc des séquences valides jusqu’a linstant t = 21 > r + P = 19, mais ensuite aucune
séquence d’exécution ne permet de respecter toutes les contraintes.
Ces différents exemples nous aménent & conjecturer les deux points suivants :
— pour tout systéme de taches ordonnancable, les méthodes hors-ligne convergent au plus tard
enr+ P —1,
— [0,7 4+ 2PJ est un intervalle de faisabilité multiprocesseur pour les méthodes hors-ligne.

6.4.4 Séquences d’exécution conservatives

Dans cette section, nous considérons les méthodes hors-ligne qui ne prennent en compte que
les séquences conservatives.
Considérons le systéme de taches suivant (pour cible biprocesseur) :

| 7 Cyn Dy Ty
| 3 5 7 8
T2 0 4 7 8
73| 0 4 6 8
T4 0 1 4 8

En utilisant le prédicat Q.. et en considérant toutes les séquences d’exécution (conservative et
non-conservative), le nombre d’états atteints & chaque instant est indiqué dans le tableau suivant :

Nombre d’états atteints
t=3.10 | 2320176 [3[3[14] 17
t=11.18 [ 23| 20 | 17

En utilisant le prédicat Q.. et en considérant cette fois seulement les séquences d’exécution
conservatives, le nombre d’états atteints & chaque instant est indiqué dans le tableau suivant :

Nombre d’états atteints

t=3.10 | 3 | 5 | 3 |2]|2]|2] 9|8
t=11..18| 8 |11 | 8 |43 |3 |12 | 13
t=19.26 |14 |16 |13 | 5 |3 | 3

Cet exemple montre que le fait de ne considérer que les séquences d’exécution conservatives
repousse la stabilisation de la suite (A;)ier+p.n. De plus, on remarque que la propriété de décrois-
sance de la suite (A¢)icr+pN N'est pas vérifiée : & instant ¢ = 3, il y a 3 états atteignables, et &
la métapériode suivante en t = 11, il y a 8 états atteignables. Ainsi, le fait que le nombre d’états
converge n’implique pas forcément que les ensembles A; correspondant soient égaux. Notre analyse
ne s’applique donc pas directement aux méthodes hors-ligne considérant seulement les séquences
conservatives, une étude supplémentaire est alors nécessaire.

6.5 Conclusion

Pour les méthodes hors-ligne traitant les séquences conservatives et non-conservatives, nous
avons proposé une méthode permettant d’obtenir une durée de simulation finie : ’ensemble des
états atteignables est décroissant et finit par se stabiliser. Ainsi, en comparant le nombre d’états
atteignables & deux instants distants d’exactement une métapériode, on peut décider la terminaison
des méthodes hors-ligne.

Nous avons observé expérimentalement la durée d’étude nécessaire pour les méthodes hors-ligne.
Nous avons montré qu’elle peut étre inférieure & r + 2P méme lorsque des séquences d’exécution
comme celles de EDF ne deviennent cycliques qu’aprés r + P, et nécessitent donc un intervalle
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d’étude plus grand que [0,r 4+ 2P]. De plus, nous n’avons pas réussi & construire un systéme de
taches nécessitant une durée d’étude pour les méthodes hors-ligne qui soit supérieure & r + 2P.
Toutefois, nous n’avons pas pu établir formellement une telle borne. Ce point-la semble étre une
voie intéressante de recherche puisqu’il rendrait les méthodes hors-ligne plus rapidement simulables
pour les systémes multiprocesseurs que les politiques en-ligne.

La prise en compte des seules séquences conservatives semble remettre en question un certain
nombre de nos résultats. L’étude des méthodes hors-ligne considérant seulement ces séquences
nécessite une analyse supplémentaire. Finalement, nous avons considéré ici les architectures mul-
tiprocesseurs et préemptives avec migration globale. D’autres types d’exécutifs peuvent aussi étre
étudiés.
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Troisiéme partie

Contributions a la production de
solutions d’ordonnancement
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Chapitre 7

Production des configurations de
priorités fixes valides

7.1 Introduction

De nombreux exécutifs temps-réel sont basés sur un nombre limité de niveaux de priorité [105].
Généralement, a chaque tache est attribué un niveau de priorité distinct de celui des autres taches.
Les ordonnanceurs utilisés par ces exécutifs appartiennent & la classe des politiques & priorités
fixes. Pour les systémes de taches indépendantes & départs simultanés ordonnancés en contexte
monoprocesseur préemptif, il existe des politiques & priorités fixes optimales dans la classe PFX,
par exemple DM [71]. Malheureusement, dans tout contexte plus général, il n’existe pas de politique
& priorités fixes optimale dans PFX. L’attribution des priorités constitue donc I'un des enjeux
majeurs lors de la conception de ces systémes temps-réel.

Pour le contexte monoprocesseur préemptif, [9] propose un algorithme optimal dans PFX de
complexité pseudo-polynomiale pour attribuer les priorités aux taches. Leur méthode repose sur
la propriété suivante : les temps de réponse de la tache de plus faible priorité ne dépendent pas de
I’ordre de priorité des autres taches. L’algorithme consiste alors & rechercher une tache qui puisse
avoir la priorité la plus faible :

1. on sélectionne une tache 7 pour étre celle de plus faible priorité,

2. on attribue des priorités quelconques aux autres taches, pourvu qu’elles soient supérieures
celle de 7y,

3. on simule ’exécution en observant les temps de réponse de 7%,

4. si toutes les instances de 7 respectent leur échéance :
- alors on attribue la plus faible priorité & 75 et on répéte ’algorithme avec 7\ {71},
- sinon on recherche une autre tache pour étre celle de plus faible priorité.

Cette méthode est optimale pour attribuer des priorités fixes aux taches. A chaque étape, on doit
tester au plus n taches comme candidate a la plus faible priorité. La complexité de cette méthode
est donc en O(n2.5), ot S est la complexité du processus permettant de déterminer si toutes les
instances d’une tache respectent leur échéance. Généralement, aucune condition d’ordonnancabilité
polynomiale ne peut étre utilisée, S est donc de complexité exponentielle.

En contexte multiprocesseur, la propriété a la base de cet algorithme n’est plus vérifiée [6]. II
ne peut donc pas étre étendu au contexte multiprocesseur sans perdre optimalité de 'attribu-
tion des priorités. Dans ce chapitre, nous développons une approche permettant d’attribuer des
priorités fixes pour les contextes multiprocesseurs. Tout d’abord, nous caractérisons les séquences
d’exécutions productibles par des politiques & priorités fixes. A partir d’une séquence d’exécution
valide quelconque, nous proposons ensuite une méthode pour déterminer s’il existe une attribution
de priorités fixes qui permette d’engendrer cette séquence. Nous produisons aussi ’ensemble de ces
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attributions lorsqu’il en existe. Ce résultat permet de transformer n’importe quelle séquence d’exé-
cution valide (par exemple obtenue par une politique en-ligne ou par une méthode hors-ligne) en
une séquence d’exécution identique mais produite par une politique & priorités fixes. Les exécutifs
temps-réel reposant généralement sur des priorités fixes, notre méthode permet de leur intégrer
des séquences d’exécution différentes de celles fournies par les politiques & priorités fixes classiques
qui, rappelons-le, ne sont généralement pas optimales.

Finalement, nous complétons notre approche par une méthode permettant de déterminer I’en-
semble des configurations de priorité fixe qui permettent d’ordonnancer un systéme de taches donné,
sans énumérer toutes les n! configurations possibles. Notre méthode est optimale pour attribuer
des priorités fixes en contexte multiprocesseur préemptif avec migration totale. La complexité de
notre algorithme est proportionnelle au nombre de configurations valides. Nos expérimentations
confirment ce point puisque le temps de calcul utilisé par notre algorithme diminue lorsque la
charge du systéme de taches augmente.

Dans la section 7.3, nous étudions les relations de priorité induites par une séquence d’exécution.
Ensuite, nous donnons une méthode pour déterminer les configurations de priorité fixe engendrant
une séquence d’exécution donnée. Finalement, nous proposons un algorithme pour déterminer les
configurations de priorité fixe ordonnanc¢ant un systéme de taches donné. Dans la section 7.5, nous
appliquons notre méthode au cas des systémes de taches indépendantes exécutées en multipro-
cesseur, et dans la section 7.6, nous évaluons expérimentalement la complexité de calcul de notre
méthode, ainsi que la puissance d’ordonnancement qu’elle permet d’atteindre.

7.2 Contexte d’étude

Nous étudions les séquences d’ordonnancement multiprocesseurs préemptifs avec migration to-
tale engendrées par des politiques & priorités fixes. Nous considérons les systémes de tiches in-
dépendantes, & échéances avant ou sur requéte, et & départs différés. Ainsi, dans toute séquence
valide, il existe & chaque instant au plus une instance active de chaque tache. Cette propriété per-
met de représenter les séquences d’exécutions valides en indiquant, & la place des instances actives,
les taches dont l'instance courante est active. Pour chaque instant ¢, I’instance courante de chaque
tache 7, € 7 est définie par :

— inexistante, si t < ry,

= Th|(t—ri)/Te)s SLE =T
La définition des séquences d’exécution que nous avons donnée dans la section 2.2 repose sur les
instances. Dans ce chapitre, et en vertu de la propriété ci-dessus, nous représentons les séquences
d’exécution & l'aide des taches dont I'instance courante est active.

Dans toute la suite, nous désignons par S, ’ensemble des séquences d’exécution de 7. Pour une
séquence s € S, donnée, on désigne par C;.(s) le nombre d’instants ou la ¢ instance de 7 a eu
acces & un processeur :

main{t,ri ;+Tr—1}
Ch,it(s) = > st N {7k}

t/:Tk,i

Nous supposons que toutes les instances de 7, € 7 requiérent exactement C}, accés & un proces-
seur pour son exécution. Or, une tache est active & un instant donné si et seulement si son instance
courante n’a pas encore terminé son exécution. Une tache 75, € 7 est donc active & I'instant ¢ si et
seulement si :

t > 7 A G, (t—r) /1) £(8) < Ok

Les politiques & priorités fixes attribuent la méme priorité aux différentes instances d’une méme
tache. De plus, cette priorité ne varie pas avec le temps. Ainsi, pour étudier I’ensemble des séquences
d’exécution engendrables par des politiques & priorités fixes, on peut se ramener & ’ensemble des
n! permutations possibles des taches composant le systéme 7. Nous adoptons la définition suivante.

Définition 7.1 Une configuration de priorité fixe pour T est une bijection de T dans {1,...,n}.
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Une configuration de priorité fixe permet d’engendrer une unique séquence d’exécution. La
définition suivante établit le lien entre les taches actives & un instant ¢ et celles qui seront exécutées
& cet instant.

Définition 7.2 Soit A une configuration de priorité fize pour 7. On note s(A,p) la séquence
d’exécution engendrée par A sur p processeurs :

s(A,p)e = {m € s(A,p)}||Ex Ns(A,p)}| < p}
ol Ek = {Tk/ (S T|A(Tk/) < A(Tk)}

Remarquons qu’une séquence s(A, p) produite par un algorithme & priorités fixes A est toujours
conservative. Dans la suite, nous disons aussi qu’elle est p-conservative, ou encore qu’elle est (p, t)-
conservative pour indiquer qu’elle 'est sur l'intervalle [0, ¢[.

7.3 Ordonnancement en priorités fixes

Dans cette section, nous établissons les correspondances entre les configurations de priorité fixe,
les séquences engendrables par une configuration de priorité fixe et les relations de priorité.

Tout d’abord, rappelons quelques notions sur les relations binaires. Pour toute relation binaire
R, on désigne par R sa cloture transitive. Une relation binaire R sur un ensemble E est totale si
et seulement si pour tout a,b € E, a # b, on a soit (a,b) € R, soit (b,a) € R. Une relation binaire
R sur un ensemble F contient un cycle si et seulement s’il existe a,b € 7 tels que (a,b) € R et
(b,a) € R.

7.3.1 Relation de priorité induite

Lorsqu’une séquence d’exécution est produite par un algorithme & priorités, les taches choisies
pour étre exécutées renseignent sur les relations entre les priorités des taches. Lorsqu’un algorithme
A priorités élit la tache 74 alors que plusieurs taches sont actives, la tache 7 est alors la plus
prioritaire. Par exemple, pour 'instant 0 de la séquence de la figure 7.1, on obtient :

— les taches actives sont 71,72, T3

— la tache choisie par I’'ordonnanceur est 7

— en conséquence, on doit avoir : prio(m1) > prio(r2) et prio(m1) > prio(rs)

A chaque instant de décision, la priorité des taches exécutées est supérieure & celle des taches
actives qui ne sont pas exécutées. La définition suivante formalise cette propriété et ’étend au cas
ou plusieurs taches peuvent étre élues simultanément par ’ordonnanceur (cas multiprocesseur).

Définition 7.3 Soient A C 7 l’ensemble des tdches actives et B C A l’ensemble des tdches
exécutées. On appelle RPA(B) les relations de priorité induites par lexécution simultanée des
tdches de B :

RPA(B) = {(Ti,Tj)|Ti € B et T; € A\B}

Ainsi, chaque instant ¢ € N induit des relations de priorité entre les taches. En supposant que
la priorité des taches n’évolue pas (c’est I’hypothése des priorités fixes), les relations de priorité
induites & un instant donné sont valables & chaque instant de I’exécution. Ainsi, en unissant les
relations induites & chaque instant ¢ € N, on obtient une description des relations entre les priorités

rlk h h eb
7, | . - ¢
fﬁL!—h:h:h:?»

FiG. 7.1 — Exemple de séquence d’exécution
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des taches correspondant & une séquence d’exécution. La table 7.2 donne les relations induites par
la séquence d’exécution indiquée sur la figure 7.1.
On adopte la définition suivante des relations de priorité induites par une séquence d’exécution.

Définition 7.4 Soit s € S.. On appelle RP;(s) les relations de priorité induites par s a linstant
teN:
RPt(S) = RPSZ (St)

On appelle RP(s) les relations de priorité induites par s :

RP(s) = th RP;(s)

La définition suivante caractérise les relations de priorité induites par une configuration de
priorité fixe.

Définition 7.5 Soit A une configuration de priorité fize. On appelle RP(A) les relations de prio-
rité induites par A :
RP(A) = {(mi,7j) € T°|A(m;) > A(7j)}

La relation RP(A) ne contient jamais de cycle, quelle que soit la configuration de priorité fixe A.

7.3.2 Relation de priorité fixe

Dans cette section, nous déterminons & partir des relations de priorité une condition nécessaire
et suffisante pour qu’une séquence d’exécution soit engendrable par une configuration de priorité
fixe.

Lemme 7.1 Soit A une configuration de priorité fize. On a RP(s(A,p)) C RP(A).

Démonstration :

Soient t € N et (7;,7;) € RP,(s(A,p)). Par définition de RP;(s), on a 7; € s(A,p); et 7; €
s(A,p); \ s(A4,p):. On déduit de la définition de s(A, p) que A(r;) > A(7;). La définition de s(A,p)
entraine (7;,7;) € RP(A).

CQFD.

Théoréme 7.1 Soits € S;. S’il existe une configuration A de priorité fize telle que s(A,p) = s,
alors s est p-conservative et RP(s) ne contient aucun cycle.

t RPS:(St)
0 (7’1,7'2) et (7’1,7’3)
]. (T3,T2)
2

3 (73,72)
4 (7’1,7'2)
5

6 (73, 72)
7

8 (71, 72)
9 (73,72)
10

11

N | (Tl,Tg) et (Tl,Tg) et (Tg,Tg)

F1G. 7.2 — Relations de priorité induites par la séquence de la figure 7.1
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Démonstration :

Par hypothése, il existe une configuration A de priorité fixe vérifiant s(A,p) = s. Pour une
telle configuration de priorité A, d’aprés le lemme 7.1, on a RP(s) = RP(s(A,p)) C RP(A). Or
par définition, RP(A) ne contient aucun cycle, il en est donc de méme pour RP(s). De plus par

définition, s(A, p) est p-conservative, et il en est donc de méme pour s.
CQFD.

Lemme 7.2 Soient A une configuration de priorité fixe, et s € S, une séquence p-conservative
vérifiant RP(s) C RP(A). Pour toutt € N, on a :

sy =s(A,p)y = st = s(A,p):

Démonstration :

Soit ¢t € N tel que s = s(A,p);. Si s(A,p): = s(A,p)7, la séquence s étant p-conservative, on
obtient alors s; = s}, et donc s; = s(A, p).

Supposons maintenant que s(A,p); # s(A4,p);. Il existe alors 7, 7; tels que 7; € s(A,p); et
7; € s(A,p); \ s(4,p).. Pour tout 7;,7; vérifiant cette propriété, par définition de s(4,p) on a
A(T;) > A(7;). Par définition de RP(A), on obtient aussi (7;,7;) € RP(A). Or, RP(A) ne contient
pas de cycle et par hypothése RP(s) C RP(A), ainsi (75, 7;) ne peut pas appartenir & RP(s). En
conséquence, on ne peut pas avoir 7; € s; et 7; € s7 \ s¢. Les cas possibles sont donc les suivants :

1. 7, Tj € St

2. 7,1y €87\ s

3. T, €5 et T €5}

Considérons tout d’abord le cas (1). Par hypothése, s et s(A,p) sont p-conservatives et s} =
s(A,p)f, on a donc |s¢| = |s(A4,p):|. Or, dans le cas (1), on a 7;,7; € s, et 7 € s(A,p); et
7; € s(A,p); \ s(A4,p):. 1l existe donc une tache 7, vérifiant 7, € s(A,p): et 7 ¢ s¢. On obtient
donc (73,7;) € RP(A) et (15,7%) € RP(s). Or par hypothése, RP(s) C RP(A) et RP(A) ne
contient pas de cycle, on obtient donc une contradiction.

Considérons maintenant le cas (2). Symétriquement au cas (1), on obtient qu’il existe une tache
T, vérifiant 7, € s¢ et 7, ¢ s(4,p):. On en déduit que (73, 7;) € RP(s) et (7;,7) € RP(A). De
méme que dans le cas (1), on obtient une contradiction.

Ainsi, les cas (1) et (2) sont impossibles, et le cas (3) améne & s, = s(A,p);.

CQFD.

Théoréme 7.2 Soit s € S;. Si s est p-conservative et si RP(s) ne contient aucun cycle, alors il
existe une (unique, si RP(s) est totale) configuration A de priorité fize telle que s(A,p) = s.

Démonstration :

Par hypothése, RP(s) ne contient aucun cycle. On peut donc compléter RP(s) en une relation
R totale et sans cycle. Par définition de R, il existe une configuration de priorité fixe A telle que
RP(A) = R.

Montrons maintenant par récurrence sur ¢ la propriété suivante :

VE e {l,...,n},Vi,t € N,Cri+(s) = Crit(s(A,p))

Pour ¢t = 0, cette propriété est effectivement vérifiée. Supposons-la maintenant vraie pour ¢, et
montrons qu’elle ’est pour ¢+ 1. Puisqu’elle est vraie au rang t, on a par définition s, | = s(A4,p);; 1.
D’aprés le lemme 7.2, on a aussi s;11 = $(A, p)++1. Par définition, on obtient donc :

Vke{1,...,n},Vi € N,Cy i +1(5) = Ch,i+1(s(A,p))

Ainsi cette propriété est vraie pour tout ¢ € N, on obtient donc aussi pour tout ¢t € N, s} =
s(A,p);, et en conséquence s; = s(A, p)¢.



96CHAPITRE 7. PRODUCTION DES CONFIGURATIONS DE PRIORITES FIXES VALIDES

Pour toute configuration de priorité A engendrant s, on a RP(s) C RP(A). Si RP(s) est
totale, on a alors RP(s) = RP(A), et A est donc unique. CQFD.

Nous pouvons finalement définir la notion de relations de priorité fixe.

Définition 7.6 Une relation binaire transitive et acyclique sur 7 est une relation de priorité fize
entre les tdches de 7. On note RP; l’ensemble de ces relations.

7.3.3 Configurations PFX engendrant une séquence donnée

Dans cette section, nous proposons une méthode pour déterminer les configurations de prio-
rité fixe engendrant une séquence d’exécution donnée. Considérons une séquence d’exécution s
conservative. En construisant la relation RP(s), le théoréme 7.2 nous permet de conclure :

— si RP(s) contient un cycle, alors il n’existe aucune configuration de priorité fixe qui engendre

S)
— si RP(s) est acyclique, alors il existe au moins une configuration de priorité fixe qui engendre
s.
La relation RP(s) permet aussi de déterminer I’ensemble des configurations de priorité fixe engen-
drant la séquence s, lorsqu’il en existe. Considérons le résultat suivant.

Théoréme 7.3 Soient A une configuration de priorité fize et s une séquence d’erécution p-
conservative. La séquence produite par A est identique 6 s si et seulement si :

RP(s) C RP(A)

Démonstration :
Le lemme 7.2 montre :
RP(s) C RP(A) = s=s(A,p)

D’autre part, on a RP(s(A,p)) C RP(A), on obtient alors :
s =s(A,p) = RP(s) = RP(s(A,p)) = RP(s) C RP(A)
CQFD.

Pour déterminer ’ensemble des configurations de priorité fixe engendrant une séquence conser-
vative s donnée, il suffit donc d’énumeérer toutes les configurations A vérifiant RP(s) C RP(A).
Pour cela, nous proposons la méthode suivante. Observons tout d’abord cette propriété : les rela-
tions de priorité correspondent & des relations d’ordre entre les priorités des taches. Ainsi, pour
obtenir les configurations de priorité correspondant & une relation de priorité, il faut attribuer aux
priorités des valeurs numériques qui respectent ’ordre indiqué par la relation.

Supposons tout d’abord que la relation RP(s) est totale. Ainsi, il existe une tache 7; vérifiant :

V1, € T,k # 1= (14, 7) € RP(s)

La tache 7; est donc la plus prioritaire selon ’ordre établi par RP(s), sa priorité est donc n.
Considérons maintenant la relation R obtenue en restreignant RP(s) & 7\ {7;}. La relation R est
aussi totale, et il existe donc une tache 7; vérifiant :

Ve, € T\ {m},k#j= (15,7) € R

La priorité attribuée & la tache 7; est donc n—1. De proche en proche, on attribue ainsi une priorité
& chacune des taches.

Supposons maintenant que la relation RP(s) soit partielle. Alors, il existe au moins un couple
de taches (r;,7;) vérifiant (7, 7;) & RP(s) et (15,7:) ¢ RP(s). Les priorités de 7; et de 7; ne
sont donc pas départagées; ceci signifie que lors de la génération de la séquence s, il n’est jamais
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nécessaire de comparer la priorité de 7; avec celle de 7;. La relation RP(s) correspond alors &
plusieurs configurations de priorité. Pour les obtenir, on construit deux relations intermédiaires :

Ri=RU {(Ti,Tj)} ARy =RU {(TjaTi)}

Si les relations R; et Ry sont totales, alors on construit les configurations de priorité correspon-
dantes en utilisant la méthode que nous avons donnée ci-dessus. Dans le cas contraire, on continue
a compléter les deux relations jusqu’a ce qu’elles soient totales.

La méthode que nous proposons permet de transformer une séquence d’exécution quelconque
en une séquence identique et produite par une configuration de priorité fixe. Elle permet alors
d’intégrer dans les exécutifs temps-réel a priorités fixes des séquences d’exécution obtenues par
n’importe quelle stratégie : génération par une politique en-ligne, utilisation d’une méthode hors-
ligne exacte ou approchée, etc.

7.4 Recherche des configurations PFX valides

7.4.1 (t,p)-consistance

Intuitivement, on peut dire qu’une relation est consistante si et seulement si & chaque instant
elle désigne sans ambiguité les taches & exécuter. Par exemple, la relation de priorité induite par
un ordre total sur les priorités des taches est consistante.

Pour illustrer la notion de (¢, p)-consistance, prenons l'exemple de la relation R =
{(m1,72), (11,73)} et du systéme de taches suivant :

|m Ci D T,
|0 1 4 4
|0 2 6 6
T3 0 1 3 3

La figure 7.3 présente le début de séquence engendrée par R pour ce systéme de taches.

A Pinstant t = 0, les trois taches sont actives. La relation R indique que 71 est plus prioritaire
que T2 et que 73. Ainsi, en respectant les relations de priorité fournies par R, seule la tache 7 peut
étre exécutée. Il n’y a donc pas d’ambiguité possible. Donc, R est (1, 1)-consistante. La notion de
consistance est paramétrée par (¢,p) : ¢ indique la longueur de la séquence pour laquelle la relation

- 8

>
Ty t e o~
(£ S B,
® L]
'5'|}={T|51:2!T3} ) ={t2’73}
— 4

R ({n})cR  RP.({m})ZR  RP ({r,}))¢R
5o ={7,) RP. ({7}] R RP. ({rs}) R

! }

(1,1)-consistance (We

F1G. 7.3 — Illustration de la (¢, p)-consistance
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doit étre consistante, et p indique le nombre de processeurs disponibles, ce dernier paramétre influe
puisque 'on impose & la séquence d’étre conservative.

A Dinstant t = 1, la tache 7 n’est plus active. Or, la relation R ne permet pas de départager 7o
et 73. Ainsi, tout en respectant les relations de priorité induites par R, 71 ou 72 peut étre exécutée.
Il y a donc une ambiguité et nous disons que R n’est pas (2, 1)-consistante.

Définition 7.7 Soient R € RP;, un instant t € N. La relation R est (t,p)-consistante si et

seulement s’il existe une séquence s € S; qui soit p-conservative et telle que Ui/_:lo RPu(s) C R.
Une telle séquence s est dite compatible avec R.
On note RP:; , 'ensemble des relations de priorité sur T qui sont (t,p)-consistantes.

Lemme 7.3 Soient un instant t € N et R € RP, . Pour tout s,s’ € S; compatibles avec R et
tout t' <t, on a sy = s},.

Démonstration :

Par définition, R est (¢, p)-consistante, elle ne contient donc aucun cycle. Il existe donc une
configuration de priorité fixe A telles que R C RP(A). Par hypothése, on a U, RP,(s) C R C
RP(A). Cela correspond & un cas particulier du lemme 7.2, car ses hypothéses requiérent RP(s) C
RP(A). Dans le cas présent, ses conclusions sont donc valides jusqu’a l'instant ¢ — 1. On obtient
donc V' < t,s}, = s(A,p); = s = s(A4,p)v. En utilisant cette propriété de la méme maniére que
dans la preuve du théoréme 7.2, on montre que Vt' < ¢, sy = s(A,p)y. En raisonnant de la méme
maniére pour s’, on obtient alors V¢’ < t,sy = s},.

CQFD.

Ainsi, pour chaque relation (¢, p)-consistante, il existe une unique séquence de longueur t qui
est compatible avec celle-ci. Dans la suite, on la note s(R,p,t). Pour un probléme de cohérence,
nous devons aussi définir les valeurs de s(R,p,t) pour ¢ > t, pour cela, on adopte la convention
suivante :

Vt' >t s(R,p,t)y =0

La propriété suivante exprime la monotonie de la (¢, p)-consistance.

Lemme 7.4 Soientt € N, R € RP.,,, e¢t R' € RP.. Si R C R, alors R’ est (t, p)-consistante et
s(R,p,t) = s(R',p, ).

Démonstration :

Par définition, s(R,p,t) est compatible avec R. Or, on a par hypothése R C R’. On en déduit
que s(R,p,t) est aussi compatible avec R’. Donc, R’ est bien (¢, p)-consistante. Par définition,
s(R',p,t) est compatible avec R’. Ainsi, s(R,p,t) et s(R,p,t) sont compatibles avec R'. D’aprés
le lemme 7.3, on obtient Vt' < t¢,s(R,p,t)y = s(R',p,t)y. Par définition de s(.,p,t), on a aussi
V' > t,s(R,p,t)y = s(R,p,t)y = 0.

CQFD.

7.4.2 Base des relations consistantes

La représentation directe de ’ensemble des configurations de priorité fixe engendre une forte
complexité (majoré par |7|!). En utilisant les relations de priorité, on peut diminuer cette com-
plexité. Pour cela, on introduit la notion de base de RP; .

Définition 7.8 Un sous-ensemble E de RP; ., est une base de RP: ., si et seulement si pour
toute séquence s € S; engendrable par une relation de priorité de RP;;,, il existe une unique
R € E vérifiant Vt' < t,s(R,p,t)y = sp
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Le cardinal des bases de RP; ; ), est égal au nombre de séquences engendrables jusqu’a ’instant
t par une configuration de priorité fixe. Sa complexité ne dépend donc pas du nombre de confi-
gurations de priorité fixe (|7|!), mais du nombre de configurations de priorité fixe engendrant des
séquences différentes.

Une base de RP;; , permet de caractériser les séquences recherchées, cependant elle ne permet
pas toujours de retrouver facilement 1’ensemble des configurations de priorité fixe. Prenons par
exemple une base composée uniquement par des configurations de priorité fixe (relations totales),
et supposons qu’il existe deux configurations différentes engendrant la méme séquence. Ainsi, seule
I’'une des deux est représentée dans la base et le seul moyen de savoir si I’autre est valide consiste
4 comparer les séquences d’exécution respectives. Cependant, une base particuliére existe pour
laquelle on peut résoudre ce probléme simplement en comparant les relations de priorité.

Définition 7.9 Soient t € N et R € RP;;,. La relation R est minimale si et seulement si
R = RP(s(R,p,t)).
On note B, l'ensemble des relations minimales de RP; .

Comme P’indique le théoréme suivant, 'ensemble B;;, forme une base de RP;;,. Dans la
suite, on ’appelle la base minimale.

Théoréme 7.4 Soient R € RP;, un instant t € N. Les deux assertions suwivantes sont équiva-
lentes :

~ R est (t,p)-consistante (R € RP:; ;)

~ 3R € B telle que R" C R
L’ensemble B, ;) forme une base de RP; .

Démonstration :

Supposons 3R’ € B, , telle que R' C R. Par définition, R’ est (¢, p)-consistante et R’ C R.
D’aprés le lemme 7.4, R est (¢, p)-consistante.

Supposons que R est (¢, p)-consistante. La relation RP(s(R,p,t)) vérifie RP(s(R,p,t)) C R.
Elle est de plus (¢, p)-consistante et minimale, on a donc RP(s(R,p,t)) € B;yp. Soit R' € B,
telle que R’ C R. D’aprés le lemme 7.4, on a s(R',p,t) = s(R,p,t). De plus, par définition, on a
R' = RP(s(R',p,t)). On obtient donc R’ = RP(s(R,p,t)).

CQFD.

Ainsi, la base B, permet de déterminer si une relation R € RP: est (t,p)-consistante,
simplement en déterminant si I'une de ses relations inclut R. Cette base est la seule & vérifier
cette propriété.

7.4.3 Q-validité

Les relations consistantes permettent de représenter les configurations de priorité fixe et les sé-
quences qu’elles engendrent. Cependant, les séquences d’exécution doivent aussi satisfaire d’autres
contraintes : par exemple, échéances des taches, exclusion mutuelle des accés aux ressources par-
tagées.

Définition 7.10 Une contrainte sur T est un prédicat ) dépendant du temps sur les séquences
d’exécution de 7. Une séquence s € S; est (Q,t)-valide si et seulement si Vt' < t,Q:(s). Une
séquence (Q,t)-valide pour tout t € N est dite Q-valide.

Définition 7.11 Soient QQ une contrainte sur 7 et un instant t € N. On appelle B, ,, o l’ensemble
obtenu en restreignant la base minimale de RP: ., aux relations générant une séquence (Q,1)-
valide.

Les relations de B, o permettent de décider si une relation de priorité quelconque (et donc
une configuration de priorité fixe quelconque) engendre une séquence d’exécution valide pour @
jusqu’a l'instant ¢t. Cela se fait sans comparer les séquences d’exécution respectives mais simplement
en comparant les relations.
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Théoréme 7.5 Soient () une contrainte sur 7, un instant t € N, pour toute relation R € RP; ; ,
les deux assertions suivantes sont équivalentes :

— R engendre une séquence (Q,t)-valide

~ 3R’ € By p,q vérifiant R C R
L’ensemble B, o forme une base des relations de RP;; , engendrant une séquence (Q,t)-valide.

Démonstration :

Soit R € RP;;, une relation générant une séquence (Q,t)-valide. D’aprés le théoréme 7.4, il
existe une unique R’ € B, , telle que R’ C R. D’aprés le lemme 7.4, R et R’ générent la méme
séquence. Par hypothése, s(R,p,t) est (Q,t)-valide, il en est donc de méme pour s(R',p,t). Or,
B 15,0 est larestriction B, ; , aux relations générant une séquence (Q, t)-valide. Ainsi R’ € B, 0
est la seule relation de B, , o & vérifier R’ C R.

Soit R’ € By p,q vérifiant R* C R. D’apreés le lemme 7.4, R et R’ génére la méme séquence.
Or R € B: .0, ainsi s(R',p,t) est (Q,t)-valide, il en est donc de méme pour s(R, p,t).

CQFD.

Une configuration de priorité fixe correspond & une relation de priorité totale (RP(A) € RP;+ ).
Le théoréme précédent s’applique donc aux configurations de priorité fixe.

7.4.4 Construction de la base minimale

Dans cette section, nous présentons une méthode pour calculer B; ; ;, o. Elle procede récursive-
ment sur ¢, et consiste & construire pour chaque relation R de B, , o les relations correspondant
aux séquences obtenues en exécutant & l'instant ¢ toutes les combinaisons de taches possibles. Les
combinaisons de tiches exécutables pour une relation donnée doivent vérifier plusieurs contraintes :
la séquence s obtenue doit étre valide pour @, étre p-conservative, et RP(s) ne doit pas contenir
de cycle.

Définition 7.12 Soient s € S, une séquence (t, p)-conservative et telle que U.,_ RP; (s) soit sans
cycle, et a C s; lensemble des tdches exécutées a l'instant t. On appelle (s.a) la séquence définie
par :

V' < t,(s.a)y = sy

(s.a)y=a

V' > t, (s.a)y =0

Lemme 7.5 Soientt € N, s € S, une séquence (t,p)-conservative et telle que U, RPy(s) soit
sans cycle, et a C s7,; Uensemble des tdches exécutées. La séquence (s.a) est (t+ 1, p)-conservative

et Ul,_oRPy(s.a) est acyclique si et seulement si les deuz conditions suivantes sont vérifiées :
= laf = min{p, |s7[}
- V7 € a,V7j € 57\ a, (15,71) ¢ U RPy(s)

On note CCL; 54, l'ensemble des actions a vérifiant les conditions données ci-dessus.

Démonstration :

Remarquons tout d’abord que (s.a)f = s} et que U, RPy(s) = UL} RPy(s.a).

Supposons que les deux conditions de I’énoncé du théoréme soient vérifiées. Par hypothése, s
est (¢,p)-conservative et |a| = min{p, |s}|}. Ainsi, s.a est bien (¢ + 1,p)-conservative. D’aprés la
deuxiéme condition, les couples (7;,7;) correspondant & un couple (7;,7;) de RP(, q): (a) n’appar-

tiennent pas & UL} RPy (s). De plus par hypothése, U!,_\, RP, (s) ne contient aucun cycle, ainsi,
il ne peut pas y avoir de cycle dans Ul,_ RPy (s.a).

Supposons que (s.a) est (¢t + 1, p)-conservative et que UL, _ RP;(s.a) soit sans cycle. Par dé-
finition de la (¢ + 1,p)-conservativité, on a bien |a| = min{p,|s}|}. Ainsi, la premiére des deux
conditions est bien vérifiée. Par définition, on a RP(s.q):(a) = {(7i, )| € a A T; € (s.a)f \ a}. Or,
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par hypothése, on a aussi U},_,RPy (s.a) sans cycle. Ainsi, pour tout (7;,7;) € RP(s.q):(a), on a

aussi (1j,7;) ¢ UL} RPy(s.a). Donc, la deuxiéme condition est également vérifiée.
CQFD.

Théoréme 7.6 Soient (Q une contrainte sur 7. On a :

= Brope =1{0}

-Vt S N, BT,t+1,p,Q = RGBUt o ae,%JCTR U RPS(R,t,p); (CL)
T:t,p,

ot ACT = {CL S OCLT,S(R,t,p),t,p|Qt+1(S-a)}

Démonstration :

La relation () est (0,p) — consistante, elle est aussi minimale, on a alors B, g, o = {0}.

Soit t € N, et posons E' = Ugep, , , o UscacT RU RPy(g ¢ p)«(a).

Soient R € B; 1 p.q, a € ACT et R' = RU RPy(r,):(a). Par définition, on a s(R',p,t + 1) =
(s(R,p,t).a). Or, par hypothése et d’apreés le lemme 7.5, RP(s(R, p,t).a) ne contient pas de cycle,
s(R,p,t).a est (p,t+1)-conservative et (Q, ¢+ 1)-valide, il en est donc de méme pour s(R’,p,t+1).
On a aussi RP(s(R,p,t).a) = R’, ainsi R’ est minimale. On a donc R’ € B ;41,p.0-

Soit R € Brt41,p,- Posons R = RP(s(R,p,t)). Par construction, on a R’ € B, . Par
hypothése, s(R, p, t+1) est (p, t+1)-conservative et (Q, t+1)-valide. D’aprés le lemme 7.5, s(R, p, t+
1)i41 € ACT, et donc RP(s(R,p,t + 1)) € E. Par hypothése, R est minimal, on a donc R =
RP(s(R,p,t+1)). On obtient donc R € E.

CQFD.

Le théoréme précédent permet de construire la base minimale des relations de priorité fixe
engendrant des séquences valides selon ). Gréace & elle, on peut déterminer simplement si une
configuration de priorité fixe est valide. On peut aussi construire ’ensemble des configurations
de priorité fixe valides en appligant la méthode donnée dans la section 7.3.3 & chaque relation
appartenant 3 la base.

7.5 Taches indépendantes

Dans cette section, nous appliquons notre méthode au cas des taches indépendantes ordonnan-
cées en priorités fixes en contexte multiprocesseur et préemptif avec migration totale.

7.5.1 Contrainte de validité

Dans le cas des taches indépendantes, la seule propriété que doivent vérifier les configurations
de priorité fixe est le respect des échéances des taches.

Définition 7.13 Soit s € S, linstance courante d’une tdche 1. € T a une laxité nulle a 'instant
t € N dans la séquence s si et seulement si la condition suivante est vérifiée :

Dy (t=ry/rite =t = Ok = Gl (1=ra) /1) (3)
On note sf l’ensemble des tdches de lazité nulle a linstant t dans la séquence s.

Lemme 7.6 Soit s € S;. Les deuz assertions suivantes sont équivalentes :
— toutes les échéances sont respectées
- VteN, sf C s¢

Démonstration :
Supposons que Vt € N, sf C s soit vérifiée. Ainsi, aucune tache n’atteint une laxité négative.
Donc, toutes les échéances sont respectées.
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Supposons que V¢ € N, sf C s; ne soit pas vérifiée. Il existe alors une tache de laxité nulle qui
n’est pas exécutée, sa laxité devient donc négative. Ainsi, il y a au moins une échéance qui n’est
pas respectée.

CQFD.

On note V; la contrainte sur 7 définie par V;(s) < (s¥ C s;).

7.5.2 Stabilisation de B, v

Le théoréme 7.6 fournit une méthode récursive pour calculer la base V-minimale. L’objet de
cette section est de déterminer la condition d’arrét de cette récurrence.

Les séquences d’exécution monoprocesseurs produites par des configurations de priorité fixe
sont cycliques de période P au pire & partir de r + P [21]. L’intervalle d’étude nécessaire pour
obtenir les configurations de priorité fixe valides est donc [0, r + 2P).

Lorsque les taches sont & départs simultanés, alors les séquences d’exécution multiprocesseurs
produites par des configurations de priorité fixe sont cycliques de période P dés ¢ = 0 [24]. L’in-
tervalle d’étude nécessaire pour obtenir les configurations de priorité fixe valides est donc [0, P].

Pour ces deux premiers cas, on dispose d’un intervalle d’étude qui ne dépend pas de la confi-
guration de priorité fixe utilisée. Ainsi, la base BI‘\//LP(T) décrit les configurations de priorité fixe
infiniment valides, respectivement avec :

1. M =r + 2P, pour les séquences monoprocesseurs.
2. M = P, pour les systémes de taches & départs simultanés.

Pour les systémes de taches & départs différés et ordonnancés en multiprocesseur par une confi-
guration de priorité fixe, [22, 24] montrent que les séquences d’exécution produites sont cycliques.
De plus, [24] borne aussi la durée de montée en charge. Dans les chapitres 4 et 5, nous avons affiné
ces résultats. Toutefois, le calcul de la durée de montée en charge dépend de ’ordre de priorité entre
les taches. Or, notre méthode considére simultanément plusieurs configurations de priorité fixe. Elle
requiert donc un majorant de la durée de montée en charge indépendant de l'ordre des priorités.
Cependant, le calcul de la durée de montée en charge de chaque configuration de priorité possibles
(n!) au total est peu envisageable. Toutefois, les majorants de la durée de montée en charge que
nous avons proposés dans le chapitre 5 permettent de montrer facilement que r + Zzzp 1 Tk est
une borne supérieure valable quelle que soit la configuration de priorité fixe utilisée.

Pour 'implémentation de notre algorithme, nous avons voulu minimiser au maximum la durée
de simulation & effectuer. Pour cela, on utilise une méthode de détection “a la volée” de I’entrée
dans le régime cyclique. Considérons un instant ¢ > r + P. Si I’état des taches est le méme en ¢
et en t — P alors la séquence d’exécution est cyclique & partir de ¢ — P, et l'intervalle d’étude est
[0,¢]. L’état d’une tache 71 & 'instant ¢ dans une séquence d’exécution s est décrit par la quantité
Ch,|(t—ry) T (5, 1). A partir de ce résultat, nous pouvons déterminer “a la volée” Iinstant ot les
séquences d’exécution sont toutes cycliques et donc l'instant & partir duquel la base Bt‘f p(T) est
stable.

7.5.3 Algorithme de calcul de B, , v

L’algorithme que nous proposons construit récursivement B, ; ,, v et implémente le critére d’ar-
rét correspondant au cas général. A chaque instant ¢ € N, la structure de données utilisée
correspond 3 une liste de triplets composés ainsi :

— R : une relation de priorité

= I = C,|(t=ry)/T0. ).t (5(R, p, 1)) : 1a situation courante de chaque tache 73

— (Mg)r,er : la situation des taches au début de la métapériode courante

Remarquons que la connaissance de I et de I'instant courant ¢ permet de déterminer 1’état de
I’ensemble du systéme : on peut en déduire par exemple la laxité de chaque tache (laxy(1,t)), les
taches actives (act(I,t)). Par convention, lorsque la tache 7 n’est pas active, on considére que sa
laxité est infinie (75, ¢ act(I,t) = laxy(I,t) = +00).
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La figure 7.4 indique I’algorithme construisant les relations de B; ;11 p,v résultant d’une relation
de B, v. Pour obtenir la base minimale stabilisée, nous suivons la méthode suivante. A chaque
étape, 'algorithme réinitialise les champs Ij, des taches 7 qui se réactivent a cet instant-1a. Ensuite,
il recherche les séquences cycliques. Enfin, il construit B; 41,1 & partir de B, v. Remarquons
que dés que l’algorithme détecte une séquence cyclique, il retire la relation correspondante de B et
la place dans res. Lorsque ’algorithme termine, res contient la base minimale stabilisée. La figure
7.5 indique ’algorithme construisant la base minimale stabilisée.

Le nombre d’éléments contenus dans B, ; v correspond au nombre de séquences valides et en-
gendrables par une configuration de priorité fixe, il ne dépend donc pas du nombre de configurations
de priorité fixe possibles (|7|!).

Pour une relation R’ € B;;41,v, il existe une unique relation R € B, , v et une unique
action a C act(I) telles que R' = RU RP,c(r)(a). Ainsi, la base B construite par 1’algorithme ne
contient pas de doublon : chaque relation n’y apparait qu’une seule fois. Cette propriété est trés

rec(t,R,I,M, B a,k) :
§i= ZLTzll @k
si k> |r| alors
si s =min{p,|act(l,t)|} alors
valid := VRAI
pour tout 7; €7 tel que a; =1,
pour tout 7; € act(I,t) tel que a; =0
si (7;,7) € R alors valid := FAUX
si valid = VRAI alors
B':= B"U(RURP,14)(a), I +a, M)
sinon
si s<p et 7 € act(l,t) alors
rec(t,R,I,M, B’ (a1, ..,ax—1,1,ap+1, ., an), k + 1)
si laxk(I,t) >0 alors
rec(t,R,I,M,B’, (a1, ..,a5-1,0, 041, -, an), k + 1)

F1G. 7.4 — Algorithme de calcul des relations de B; ;41,1 résultant d’une relation R € Br ;v

t:=0
B := {(@@,(0,...,0), (—1,...,—1)}

tant que B # () faire

pour tout k tel que t € r;y +T.N alors
pour tout (R,I,M) € B faire I, :=0
si ter+ PN alors
pour tout (R,I,M) € B faire

si [ =M alors

res:=resUR

B:=B\{(R,I,M)}

si M=(-1,...,—1) alors M :=1
B =0
pour tout (R,I,M) € B faire
rec(t,R,I,M,B’,(0,...,0),1)
B:=B
ti=t+1

F1G. 7.5 — Algorithme de calcul de Br v
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importante : si elle n’était pas vérifiée, il serait nécessaire, & chaque ajout d’une relation dans la
base, de vérifier si elle n’y est pas déja; ceci entrainerait une complexité trés importante.

L’algorithme utilise deux opérations sur les relations de priorité : la recherche d’un couple (7;, ;)
dans la cloture transitive d’une relation R, et ’ajout d’un couple (7;,7;) & la cloture transitive
d’une relation R, sachant que celui-ci n’entraine pas de cycle. Afin de réaliser ces deux opérations
efficacement, il est nécessaire de développer une structure de donnée adaptée.

On peut optimiser 'algorithme & partir du constat suivant. Tant que les p taches les plus
prioritaires (pour une relation donnée) restent actives, ’algorithme effectue des calculs redondants :
a chaque instant, il recherche toutes les actions possibles et détermine les relations engendrées. Or,
il n’y a qu’une seule action possible : continuer & exécuter les p taches les plus prioritaires, et
alors la relation de priorité n’évolue pas. Comme les instants d’activation des taches sont connus
et que la durée d’exécution des taches est aussi connue, on peut prévoir les instants auxquels la
combinaison de tiches en cours d’exécution risque de changer. Aux yeux de I’algorithme, seuls ces
instants-14 sont importants, on peut donc réaliser des “sauts temporels” au lieu de traiter chaque
instant.

7.6 Expérimentations

7.6.1 Un exemple d’utilisation de la méthode PFX

Etudions la validation du systéme de taches suivant sur une architecture biprocesseur :

% Ck Dk Tk
|15 7 11 38
T | 47 1 8§ 38
T3 | 4 4 43 45
™| 17 8 13 19
5 | 43 3 3 6
622 8 11 19
|30 6 25 25

Ce systéme de taches n’est pas ordonnancable par RM et DM. De plus, méme les politiques &
priorités dynamiques EDF et LLF échouent & I’ordonnancer. Appliquons maintenant notre méthode
a ce systéme de taches.

La base minimale, stabilisée dés ¢ = 17147 et produite par ’algorithme de la section 7.5.3,
contient une seule relation de priorité (notée R dans la suite) :

La téache 1 est plus prioritaire que la téche 2.
La tache 1 est plus prioritaire que la téche 3.
La téche 1 est plus prioritaire que la téche 4.
La téche 1 est plus prioritaire que la téche 6.
La téche 1 est plus prioritaire que la téche 7.
La tache 2 est plus prioritaire que la téche 3.
La téache 4 est plus prioritaire que la téche 2.
La tache 4 est plus prioritaire que la téche 3.
La tache 4 est plus prioritaire que la téche 6.
La tache 4 est plus prioritaire que la téche 7.
La tache 5 est plus prioritaire que la té&che 2.
La tache 5 est plus prioritaire que la té&che 3.
La tache 5 est plus prioritaire que la téche 4.
La tache 5 est plus prioritaire que la téche 6.
La tache 5 est plus prioritaire que la téche 7.
La tache 6 est plus prioritaire que la té&che 2.
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La tache 6 est plus prioritaire que la téache
La tache 6 est plus prioritaire que la téache

La tache 7 est plus prioritaire que la tache
La tache 7 est plus prioritaire que la téache

WN NWw

La base n’étant pas vide, ce systéme de taches est donc ordonnangable en priorités fixes. Re-
marquons que la relation R n’est pas totale puisque les taches 71 et 75 ne sont pas départagées. En
appliquant la méthode de la section 7.3.3, on obtient deux configurations de priorité compatibles
avec R.

Task RlzRU{(Tl,T5)} RQZRU{(T5,7'1)}
T1 7 6
T2 2 2
T3 1 1
T4 5 5
Ts 6 7
T6 4 4
T7 3 3

Cet exemple montre clairement que notre méthode permet d’obtenir des solutions d’ordonnan-
cement nouvelles par rapport aux politiques habituelles. I1 montre aussi que des algorithmes &
priorités dynamiques comme EDF et LLF sont complémentaires avec les algorithmes & priorités
fixes. D’autre part, le calcul de la base minimale et des deux configurations de priorité fixe valides
prend moins d’un dixiéme de seconde sur un Apple-G5 & 2,5GHz.

Dans le chapitre 5, nous avons montré (théoréme 5.1) que 'ordre de priorité entre les p taches
les plus prioritaires n’a pas d’influence sur la séquence produite. On retrouve ici cette propriété
puisque la relation contenue dans la base ne départage pas les deux taches les plus prioritaires (7
et 7 5) .

7.6.2 Performances moyennes

Dans cette section, nous comparons notre méthode, appelée PF X, avec les politiques d’or-
donnancement RM, DM, EDF, LLF, et aussi avec ’algorithme RM-US[m/(3m — 2)] défini dans
[5].

Nous avons généré aléatoirement plusieurs échantillons de systémes de taches. Chaque échan-
tillon contient 1000 systémes de taches définis pour un nombre de processeurs donné (p €
{1,2,3,4}) et une charge CPU donnée (U € {p —0,5,...,p—0,1,p}). Les paramétres des taches
sont attribués aléatoirement en utilisant la méthode suivante :

1. les périodes (T}) sont choisies uniformément entre 1 et 100,

2. les durées d’exécution (Cj) sont choisies uniformément entre 1 et 40,

3. les échéances (Dy) sont choisies uniformément entre Cj, et Ty,

4. les dates de premiére activation (rj) sont choisies uniformément entre 0 et T.

Chaque systéme de taches est généré itérativement en ajoutant une nouvelle tache tant que la charge
CPU désirée n’est pas atteinte. En moyenne, chaque systéme contient une dizaine de taches.

Chaque systéme de taches est simulé 4 ’aide de chaque méthode d’ordonnancement. Ainsi, nous
obtenons pour chaque échantillon et chaque méthode d’ordonnancement le nombre de systémes de
taches qu’elle permet d’ordonnancer. Ce nombre décrit la puissance d’ordonnancement de chaque
méthode. Nos résultats présentent la puissance d’ordonnancement des méthodes RM, DM, EDF,
LLF, RM-US[m/(3m — 2)] et PFX (voir figure 7.6). Nous nous intéressons particuliérement a la
courbe PFX qui correspond & la méthode que nous présentons ici et qui est représentative de la
puissance d’ordonnancement des exécutifs temps-réel & priorités fixes.

Tous les systémes de taches ne sont pas ordonnancables. Toutefois, EDF et LLF sont optimaux
en monoprocesseur, ainsi leur performance indique dans ce contexte-13 le taux de systémes ordon-
nancables. Les performances de DM et de PFX sont trés proches bien que DM ne soit optimal en
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monoprocesseur que lorsque les taches sont & départs simultanés. La politique DM, bien que n’étant
pas toujours optimale en monoprocesseur, est donc une trés bonne politique d’ordonnancement en
priorités fixes. Ainsi, I'utilisation d’autres politiques & priorités fixes en monoprocesseur ne semble
pas prometteuse.

Inversement, aucune politique en-ligne n’est optimale en multiprocesseur [34]. Dans ce contexte,
les résultats indiqués sur la figure 7.6 montrent que LLF domine toutes les autres méthodes. Ce-
pendant, les ordonnancements produits par LLF contiennent un grand nombre de changements
de contexte. Généralement, le cott CPU induit n’est pas acceptable. En fait, dans nos expéri-
mentations, LLF sert principalement de référence pour approximer le taux de systémes de taches
ordonnancables.

Naturellement, PFX domine les trois autres politiques & priorités fixes (RM, DM et RM-
US[m/(3m — 2)]). Ainsi, aucune des trois ne permet d’exploiter pleinement la puissance de 1’or-
donnancement en priorités fixes. De plus, nos résultats montrent aussi que PFX domine EDF. Ce
résultat est surprenant : il est plus intéressant d’ordonnancer en priorités fixes avec une attribution
des priorités adaptée & chaque systéme que d’utiliser une politique d’ordonnancement & priorités
dynamiques comme EDF qui est pourtant largement reconnue pour ses qualités dans ce domaine.
La puissance d’ordonnancement atteinte parait trés encourageante pour les méthodes “hors-ligne”
de calcul de priorités fixes comme PFX.

La figure 7.7 présente le temps de calcul moyen utilisé par PFX sur un Apple-G5 a 2,5GHz pour
un systéme de taches. Le temps de calcul varie selon l'inverse de la charge des systémes de taches.
C’est une conséquence directe de l’utilisation des bases pour représenter l’ensemble des solutions &
un instant ¢ : la complexité est proportionnelle au nombre de séquences valides de longueur ¢, au
lieu du nombre de configurations de priorité fixe possibles (n!). Donc, plus les systémes de taches
sont contraints, moins il y a de solutions et donc, plus le calcul est court. Cette propriété est trés
intéressante et permet d’envisager 1’utilisation de PFX avec des systémes de taille industrielle.

7.7 Conclusion

Nous avons présenté une nouvelle méthode pour obtenir des configurations de priorité valides.
Tout d’abord, nous avons déterminé les conditions nécessaires pour qu’une séquence d’exécution
donnée soit productible par une configuration de priorité fixe. Ce résultat permet d’intégrer les
séquences d’exécution produites par n’importe quelle approche, lorsque c’est possible. Ensuite,
nous avons proposé une méthode pour déterminer toutes les configurations de priorité fixe en
contexte multiprocesseur et préemptif avec migration totale qui ordonnancent correctement un
systéme de taches donné. Les expérimentations ont montré plusieurs points :

1. la puissance d’ordonnancement en priorités fixes dépasse celle de EDF,

2. aucune politique en-ligne 4 priorités fixes testée ne permet d’exploiter pleinement la puissance
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N

d’ordonnancement en priorités fixes, le recours & des méthodes comme PFX parait donc
nécessaire,

3. PFX permet d’ordonnancer certains systémes de taches qui ne sont ordonnancables ni par
RM, ni par DM, ni par EDF et ni par LLF, notre méthode permet donc d’obtenir de nouvelles
solutions pour ordonnancer un systéme de taches.

L’algorithme que nous avons proposé peut étre optimisé sur plusieurs points (voir section 7.5.3).
De plus, le traitement de chaque relation de la base étant indépendant des autres relations, on peut
facilement le paralléliser.

D’autre part, notre méthode est trés modulable. Au lancement de I’algorithme, la base est ini-
tialisée avec la relation vide ; cette valeur correspond & une recherche exhaustive des configurations
de priorité fixe valides. En choisissant une autre relation initiale, on peut guider ’algorithme vers
un sous-ensemble des solutions. Ceci rend possible deux nouvelles utilisations de ’algorithme :

1. le concepteur du systéme temps-réel peut introduire des contraintes sur les priorités des
taches en imposant par exemple qu’une tache soit plus prioritaire qu'une autre,

2. plus généralement, on peut effectuer une résolution incrémentale en appliquant I’algorithme
4 des sous-ensembles du systéme de taches et en combinant ensuite les solutions obtenues;
différentes mises en ceuvre peuvent ici étre envisagées.

La possibilité de faire une résolution incrémentale peut étre trés utile pour appliquer notre méthode
a de “gros” systémes de taches.

Notre implémentation de PFX est basée sur une recherche en largeur des solutions : elle est
donc orientée vers une recherche exhaustive des solutions. En utilisant une recherche en profon-
deur, l’algorithme se focalisera sur la recherche d’une solution, cette implémentation permet donc
d’obtenir des résultats plus rapidement. Cette approche permet aussi d’introduire de l’interactivité
dans le déroulement de 1’algorithme : par exemple, & chaque obtention d’une solution, on peut
décider de stopper ou de continuer la recherche, on peut aussi guider I’algorithme vers une solu-
tion particuliére en choisissant pour lui la prochaine relation & utiliser et donc implicitement les
prochaines solutions qu’il va explorer.

Notre méthode a été définie pour traiter les systémes de taches périodiques et indépendantes.
Toutefois, la validité des séquences est définie par un prédicat @, elle est donc “générique”. On peut
donc introduire facilement de nouvelles contraintes de validation comme les relations de précédence,
la non-préemption, ’exclusion mutuelle ou le partage de ressources. Toutefois, lorsque les taches
sont interdépendantes, on ne peut plus représenter 1’état d’une instance par les seuls états “active”
et “exécutée”; il faut aussi considérer qu’une tache peut étre bloquée. Les relations de priorité
engendrées & un instant donné ne dépendent pas des taches bloquées puisque celles-ci ne sont pas
éligibles pour étre exécutées. Elles dépendent donc seulement des tiches “prétes” et “exécutées” : les
taches “exécutées” étant plus prioritaires que les taches “prétes”. Une fois ces considérations prises
en compte, notre méthode pourra étre hybridée avec des protocoles de gestion de ressources. On
pourra alors déterminer les configurations de priorité fixe qui ordonnancent un systéme en utilisant
par exemple PIP ou PCP.

Les travaux menés dans ce chapitre ont fait I’objet d’un article soumis & une revue internationale
en 2007.



Chapitre 8

Configurations de priorités fixes par
instances

8.1 Introduction

Dans le chapitre 7, nous avons étudié la puissance des ordonnancements & priorités fixes en
contexte préemptif avec migration totale. Ceux-ci se révélent trés efficaces lorsque la charge du
systéme de taches n’est pas trop élevée (< 80%). Cependant, les systémes de taches & plus de
80% de charge sont courants puisque 'on évite généralement de sur-dimensionner les architec-
tures matérielles. Pour ceux-ci, il est donc nécessaire d’utiliser une classe d’ordonnanceurs plus

performants.

Dans le chapitre 3, nous avons présenté deux nouvelles classes de politiques d’ordonnancement
(PFT et PFI). Nous avons ensuite montré que la politique EDF appartient 8 PFI. Cette propriété

confére 4 PFI une certaine puissance d’ordonnancement : EDF est optimal en monoprocesseur,
ainsi dés qu’un systéme de taches est ordonnancable en monoprocesseur, il existe une politique
de PFI ordonnancant ce systéme. Par ailleurs, ces deux classes sont justes supérieures & PFX :
elles se positionnent en intermédiaires entre les politiques & priorités fixes et celles & priorités
dynamiques. Pour obtenir de nouvelles solutions d’ordonnancement, ces constats nous ont amenés

4 nous intéresser 3 ces deux classes de politiques d’ordonnancement.

Dans la section 8.2, nous déterminons expérimentalement la puissance d’ordonnancement de
la classe PFI en contexte préemptif avec migration totale. Pour cela, nous adaptons la méthode
développée dans le chapitre 7 au traitement des configurations de priorité fixe par instances. Dans
la section 8.3, nous étudions le positionnement de EDF par rapport & PFI, et nous en déduisons un
résultat d’optimalité pour cette classe de politiques d’ordonnancement. La classe PFI présentant
des propriétés intéressantes, nous avons approfondi notre étude. Dans la section 8.4, nous proposons
plusieurs procédés permettant de calculer pour un systéme de taches donné les configurations de

priorité valides qui appartiennent & PFI.

8.2 Ordonnancabilité dans PFI

Dans cette section, nous ramenons une instance du probléme PFI (déterminer les configurations
PFT qui ordonnancent un systéme de taches) a une instance du probléme PFX (déterminer les
configurations PFX qui ordonnancent un systéme de taches). Ensuite, nous utilisons la méthode
donnée dans le chapitre 7 pour résoudre le probléme PFT.

109
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8.2.1 Formulation de PFI dans PFX

Considérons un systéme de taches 7 et associons-lui un systéme, noté 7*, composé de taches
non périodiques :
TneET=>VieE N, (T’kyi,ck,dkyi) eTtr

Ainsi, pour chaque tache 7, € 7, on introduit une infinité de taches dans 7* qui correspondent aux
instances successives de 7 (voir figure 8.1).

Le systéme 7* ne vérifie pas tout 4 fait les hypothéses utilisées pour la résolution du probléme
PFX : les taches ne sont pas périodiques. Toutefois, ceci ne modifie en rien la maniére dont sont
traitées les relations de priorité entre les taches. Effectivement, celles-ci ne dépendent que des
taches actives et des taches exécutées & un instant donné, elles ne dépendent donc pas directement
de la régle d’activation des taches.

On peut donc appliquer les théorémes 7.5 et 7.6 au systéme 7* afin de construire la base
des relations de priorité minimales pour 7* engendrant une séquence valide. Cette base décrit les
relations de priorité entre les taches de 7*. Or, les taches de 7* correspondent aux instances des
taches de 7. Cette base permet donc en réalité de décrire les relations de priorité entres les instances
des taches de 7. Elle fournit donc les configurations de priorité fixe par instances qui ordonnancent
correctement 7. La figure 8.2 résume cette méthode.

Ces considérations nous aménent au constat suivant : toute configuration PFI de T est une
configuration PFX de 7*, et réciproguement. Il en découle naturellement que 7 est ordonnancable
par PFI si et seulement si 7* est ordonnancable par PFX.

8.2.2 Algorithme de décision

La transformation de 7 et 7* introduit une infinité de taches. Dans cette section, nous dérivons
un algorithme qui détermine s’il existe une configuration PFI valide & partir de celui donné dans
le chapitre 7 pour les configurations PFX. Grace & lui, on peut éviter d’utiliser le systéme 7*, et
donc le nombre de taches considérées reste |7].

Dans le cadre de PFX, les relations de priorité engendrées & un instant donné sont valables &
chaque instant. Dans celui de PFI, les relations de priorité engendrées & un instant donné ne sont
valables que pour les instances courantes de chaque tache. Ainsi, au lieu d’utiliser des relations
de priorité portant sur I’ensemble des instances des taches, comme le préconise la transformation

L 0125 T 3000
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F1G. 8.1 — Association de 7 a 7
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Fi1G. 8.2 — Résolution de PFI par PFX
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correspondant au systéme 7*, on peut utiliser des relations de priorité portant seulement sur
I’instance courante de chaque téche.

Or, l'instance courante des taches change & chaque réactivation, ainsi les instances représentées
dans les relations de priorité évoluent au cours du temps. Ceci introduit une nouvelle étape dans
I’algorithme : & chaque terminaison d’une instance, on doit réinitialiser les relations de priorité
correspondant 3 cette tache, afin que ’instance suivante puisse avoir n’importe quelle priorité.

Cependant, cette réinitialisation peut engendrer des redondances : un méme triplet (R, I, M)
peut étre ajouté & B de plusieurs maniéres. Dans PFX, ce cas de figure est impossible, ’algorithme
de recherche des configurations de priorité fixe valides (voir section 7.5.3) ne contient donc pas de
mécanisme de détection des doublons. Il est alors nécessaire d’en ajouter un, dans la suite nous le

rec(t,R,I,M,B’,a,k) :
§:= ZL}T:|1 ak
si k> |7| alors
si s = min{p, |act(I,t)|} alors
valid := VRAI
pour tout 7, €7 tel que a; =1,
pour tout 7; € act(l,t) tel que a; =0
si (7j,7) € R alors valid := FAUX
si valid = VRAI alors
b:=URU RPact(I,t) (a), I+ a,M)
pour tout 7, €7 tel que I, =C; —1 et a; =1,
pour tout 7; € 7 faire
b:.= b\ {(Ti, tauj), (Tj, taui)}
B :=B'Ub
sinon
si s<p et 7 €act(l,t) alors
rec(t,R,I,M,B’, (a1, ..,a-1,1, 0541, -, an), k + 1)
si laxy(I,t) >0 alors
rec(t,R,I,M,B’, (a1, ..,a5-1,0, 041, .., an), k + 1)

Fi1c. 8.3 — Algorithme (1) adapté pour PFI

t:=0
B :={(0,(0,...,0),(-1,...,—1))}
res := FALSE

tant que B # () Ares=FALSE faire
pour tout k tel que t € riy + T.N alors
pour tout (R,I,M) € B faire I; :=0
si ter+ PN alors
pour tout (R,I,M) € B faire
si I =M alors res:=TRUFE
si M=(-1,...,—1) alors M :=1
si res = FAUX alors
B =
pour tout (R,I,M) € B faire
rec(t,R,I,M,B’,(0,...,0),1)
B := norm(B’)
t:=t+1
return res

F1G. 8.4 — Algorithme (2) adapté pour PFI
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notons norm(B).
L’algorithme de la section 7.5.3 est décomposé en deux procédures.

1. La premiére construit & partir d’une relation de priorité (et implicitement de la séquence
d’exécution qu’elle engendre) toutes les suites (de longueur 1) de séquences possibles en ne
conservant que celles respectant toutes les contraintes. Cette premiére procédure doit étre
modifiée pour effectuer la réinitialisation des relations de priorité.

2. La seconde constitue la procédure principale de I’algorithme. Elle implémente la récurrence :
initialisation, passage de l'instant ¢ & l'instant ¢ + 1, détection des cycles. Cette procédure
aussi doit étre modifiée pour intégrer le mécanisme de recherche des doublons.

La figure 8.3 indique l'algorithme (1) intégrant les modifications nécessaires pour PFIL

Dans cette section, nous étudions l’existence d’une configuration PFI valide. Or, ’algorithme
de la section 7.5.3 détermine l’ensemble des configurations de priorité valides. Nous devons donc
modifier 'implémentation de la procédure principale de la facon présentée ci-dessus, et également
en changeant la condition de fin de l'algorithme. Dés qu’une configuration PFI valide est trou-
vée, Palgorithme doit se terminer. Cette implémentation ne peut pas fournir comme résultat la
configuration en question puisque la relation correspondante ne contient que la description des
priorités entre les instances courantes des taches. La figure 8.4 indique 1’algorithme (2) intégrant
ces modifications.

Remarquons que dans notre formalisme (B et B’ sont des ensembles), il est inutile de rechercher
les doublons. Nous avons cependant indiqué cette opération dans la mesure ou elle est importante
dés que l'on fait une implémentation concréte de cet algorithme.

Etudions la terminaison de cet algorithme. Dans le cas ou il n’existe pas de configuration de
priorité valides, il existe un instant & partir duquel la base B est vide. Dans ce cas-ci, I’algorithme
ci-dessus se termine donc toujours. Dans le cas contraire, la terminaison de ’algorithme dépend
de ’existence d’une configuration de priorité engendrant une séquence cyclique et valide. Lorsque
toutes les séquences valides sont acycliques, I’algorithme ci-dessus ne termine pas.

Toutefois, lors de nos expérimentations ce cas ne s’est jamais produit et cela nous parait logique :
il serait surprenant qu’il existe un systéme de taches dont toutes les séquences d’exécution PFI
valides soient acycliques. Ceci nous améne & conjecturer le point suivant : s’il existe une séquence
d’exécution PFI valide, alors il existe aussi une séquence d’exécution PFI qui soit valide et cyclique
de période P. Si cette conjecture est avérée, la terminaison de l’algorithme ci-dessus est toujours
assurée. Remarquons finalement que EDF appartenant 4 PFI et étant optimale en monoprocesseur,
la terminaison est toujours assurée dans ce contexte.

8.2.3 Evaluation de la puissance d’ordonnancement de PFI1

En réutilisant la méthode d’expérimentation mise en place dans la section 7.6, nous avons évalué
la puissance d’ordonnancement de PFI en la comparant & celle de PFX, de EDF et de LLF. Pour
cela, nous avons utilisé I’algorithme de la section 8.2.2 qui détermine s’il existe une configuration
PFI valide.

La figure 8.5 présente les résultats de nos expérimentations. La politique EDF appartient 3
PFI, ainsi les performances de PFI sont toujours supérieures & celles de EDF. Dans le cas mono-
processeur, la classe PFI est donc optimale : ainsi, les courbes de EDF, LLF et PFI coincident.
Dans le contexte biprocesseur, PFI conserve de bonnes performances. Plus important, il améliore
significativement les performances obtenues avec PFX et EDF. L’utilisation des priorités fixes par
instances permet donc d’augmenter la puissance d’ordonnancement par rapport aux politiques &
priorités fixes sans recourir & celles & priorités dynamiques.

La figure 8.6 indique la durée moyenne de traitement d’un systéme de taches par PFI et par
PFX dans le cas monoprocesseur et dans le cas biprocesseur. On remarque que les temps de calcul
de PFI sont du méme ordre (seconde) que ceux de PFX. La décroissance du temps de calcul par
rapport 3 la charge est un phénomeéne expliqué (voir chapitre 7). Par contre, ’augmentation du
temps de calcul de PFI pour les systémes monoprocesseurs (et pas pour ceux biprocesseurs!) ne
I’est pas & ce jour et nécessite donc une étude supplémentaire. Il est aussi surprenant de constater
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que le temps de calcul de PFI pour les systémes biprocesseurs est généralement inférieur a celui
pour les systémes monoprocesseurs bien que ces derniers contiennent moins de taches.

8.3 Domaine d’optimalité de PFI

Dans cette section, nous étudions les propriétés théoriques de la classe PFI. Nous énoncons tout
d’abord une condition permettant de construire une politique PFI produisant la méme séquence
d’exécution que EDF. Le procédé transformant EDF en une politique PFT est utilisable en mono-

processeur et en multiprocesseur. Nous en déduisons ensuite un théoréme d’optimalité pour PFI.
Finalement, nous montrons par un exemple biprocesseur que la séquence produite par EDF n’est
9

pas toujours productible par une politique de PFI.
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8.3.1 Transformation de EDF en une politique PFI

Le théoréme 3.1 montre que la politique EDF appartient & PFIL. Dans cette section, nous mettons
en place un procédé permettant d’obtenir la séquence d’exécution produite par EDF en utilisant
une politique de PFI. Toutefois, la validité de ce procédé dépend d’une condition. Le théoréme
suivant établit notre résultat.

Théoréme 8.1 Soient T un systéme de tdches vérifiant U < p et s la séquence d’exécution produite
par EDF. S’il existe un instant t € N postérieur a entrée dans le régime cyclique de s et vérifiant la
condition donnée ci-dessous, alors la séquence s est aussi productible par une politique appartenant
a PFI :

max{es(7g,i) e <tAes(mg,i) >t} <min{rg,|ri; >t}

Démonstration :

D’aprés le théoréme 3.1, la politique EDF appartient 4 PFI. Etant donné que U < p, le corollaire
4.3 assure que la séquence s est cyclique.

Soient t > r postérieur & 'entrée dans le régime cyclique, et 7 la politique d’ordonnancement
attribuant les priorités suivantes :

1
di,ir

VTkﬁi S 7,7‘((7’]@71-) =

oui —imoddy=0ett<ry,; <t+P.
Autrement dit, la politique 7 attribue & une instance 7 ; la priorité de I'instance équivalente
qui est activée dans l'intervalle [¢, ¢+ P[. Remarquons que pour chaque instance 73 ;, l'instance 74 ;

définie comme ci-dessus est unique. Par définition, la politique 7w appartient & PFI.
Posons E l’ensemble des instances qui ont été activées strictement avant ¢ et qui sont encore
actives a l'instant ¢.
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F1G. 8.6 — Temps de calcul moyen pour un systéme de taches
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Posons ¢’ I’échéance la plus tardive des instances appartenant & E.

Par définition, entre t' et t + P — 1, les priorités des instances actives attribuées par 7 sont les
mémes que celles attribuées par EDF.

Posons maintenant 7, ;» la premiére instance activée aprés ou a l'instant ¢.

Par hypothése, on a ry > t'. Ainsi, entre ¢ et ¢’ — 1 les relations de priorité entre les instances
actives induites par 7 sont les mémes que celles induites par EDF.

Ainsi, pour toutes instances 7 ; et T+ actives simultanément sur Uintervalle [¢,¢ + P[, on a :

7T(T/m) > W(Tk/ﬂ'/) <~ EDF(Tk)i) > EDF(Tk/)i/)

Par définition, 'instant ¢ est postérieur & l’entrée dans le régime cyclique, ainsi les temps
de réponse des instances actives aprés ¢ sont identiques & ceux des instances équivalentes des
métapériodes suivantes. La propriété vérifiée a 'instant ¢ est donc aussi vérifiée aux instants ¢+ PN.
D’aprés le théoréme 4.6, les temps de réponse ne peuvent pas décroitre, il en est donc aussi de
méme pour les instants ¢ — PN.

Ainsi, & chaque instant, les relations de priorité entre les instances actives sont les mémes pour
EDF et pour 7, ces deux politiques engendrent donc la méme séquence d’exécution.

CQFD.

Remarquons que la condition suffisante utilisée dans le théoréme 8.1 est aussi nécessaire dans le
cas monoprocesseur, par contre elle ne ’est pas dans le cas multiprocesseur. La politique 7 utilisée
dans la preuve du théoréme 8.1 permet de “transformer” EDF en une politique PFI. Considérons
deux instants t et ¢’ postérieurs & r et distants d’un nombre entier de métapériodes. Alors, les
relations de priorités entre la politique m; et la politique 7y sont identiques :

YThi, Tk it € T, Wt(Tk,i) > Wt(Tk/,i’) Aad Wt/(Tk,i) > Wt/(Tk’,i’)

Ainsi, pour calculer la politique 7, il n’est pas nécessaire de choisir un instant postérieur a 'entrée
dans le régime cyclique, il suffit qu’il soit supérieur ou égal & r. D’autre part, les corollaires 4.3 et 4.4
fournissent une borne de la durée nécessaire pour atteindre le régime cyclique. Ainsi, en calculant
cette borne, on peut déterminer si la politique m correspondant & un instant donné correspond
bien & EDF en évaluant la condition utilisée dans le théoréme 8.1. Pour les ordonnancements
monoprocesseurs, on peut aussi utiliser les bornes fournies par [70, 21].

Le théoréme suivant montre que notre procédé de transformation de EDF en une politique PFI
est utilisable dés qu’il existe un instant postérieur & I’entrée dans le régime cyclique auquel tous
les processeurs sont oisifs.

Théoréme 8.2 Soient T un systéme de tdches vérifiant U < p et s la séquence d’exécution produite
par EDF. S’il existe un instant t € N postérieur 4 Uentrée dans le régime cyclique de s o tous
les processeurs sont oisifs, alors la séquence s est aussi productible par une politique appartenant a

PFIL

Démonstration :

Soit ¢t € N vérifiant les conditions données ci-dessus. Sur lintervalle [¢,¢t + 1], il n’y a donc
aucune instance en cours d’exécution. La politique EDF étant conservative, on en déduit qu’aucune
instance n’est active a 'instant ¢, et donc qu’il n’y a aucune instance 7, ; € T vérifiant :

Thi <tA es(ﬂm-) >t
En utilisant le théoréme 8.1, on en déduit qu’il existe une politique appartenant & PFI qui produit

la séquence s.
CQFD.

Ainsi, en monoprocesseur, notre procédé de transformation de EDF en une politique PFT est
utilisable dés que U < 1. Par contre, en contexte multiprocesseur, il peut y avoir des temps creux
sans que tous les processeurs soient oisifs. Ainsi, le simple fait que U < p n’implique pas qu’il existe
un instant ol toutes les instances activées auparavant sont terminées.
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8.3.2 Optimalité du contexte PFI en monoprocesseur

Pour montrer que la classe PFI est optimale en monoprocesseur, nous utilisons la séquence
d’exécution produite par EDF. Pour les systémes de taches qui ne sont pas & pleine charge (U < 1),
le régime cyclique des séquences d’exécution contient au moins un temps creux. Ainsi, le théoréme
8.2 assure que ’on peut construire une politique PFI correspondant & EDF. Avant de traiter le cas
ou U = 1, nous rappelons quelques résultats établis par [21] pour les ordonnancements produits
par les politiques de DCL en contexte monoprocesseur et préemptif avec migration totale.

Les raisonnements menés dans [21] reposent sur I’étude des temps creux. La charge d’un systéme
de taches périodiques étant connue, on peut calculer le nombre de temps creux appartenant &
chaque métapériode (P — U P). Ces temps creux sont appelés cycligues. Toutefois, [21] montre que
d’autres temps creux peuvent apparaitre dans la phase de montée en charge, ceux-ci sont appelés
acycliques. La date du dernier temps creux acyclique est noté ¢., lorsqu’il n’y a pas de temps creux
acyclique, on pose t, = —1.

Théoréme 8.3 [21] Soit un systéme de tdches vérifiant U = 1. Le systéme est dans le méme état
oux instants t. + 1 et t.+ P+ 1.

Pour établir ce résultat, [21] montre qu’a U'instant ¢. + 1, ainsi qu’a Uinstant ¢. + 1 + P, les
seules instances actives sont celles qui viennent juste de s’activer (s’il y en a). Cette propriété est
intéressante pour nous puisqu’elle permet de trouver un instant ot ’on peut définir la politique 7w
- i.e. vérifiant la condition du théoréme 8.1. Nous en déduisons donc le résultat suivant.

Théoréme 8.4 En contexte monoprocesseur et préemptif, la classe de politiques d’ordonnancement
PFT est optimale.

Démonstration :

Pour montrer ce résultat, nous raisonnons sur la séquence s produite par EDF. Celle-ci étant
optimale, on cherche & construire une politique appartenant & PFI et produisant la méme séquence
d’exécution que EDF.

Lorsque la charge du systéme de taches vérifie U < 1, le régime cyclique de s contient au moins
un temps creux. Le théoréme 8.2 assure alors qu’il existe une politique appartenant & PFI qui
produit la séquence s.

Supposons maintenant que U = 1. D’aprés le théoréme 8.3, on sait qu’a 'instant t. + 1, les
seules instances actives sont celles qui viennent juste de s’activer. Ainsi, il n’existe aucune instance
Tk,i € T vérifiant :

Thi <lct+ 1A es(ﬂm-) >t.+1

De plus, d’aprés le théoréme 8.3, la séquence s est cyclique dés l’instant ¢. + 1. Ainsi, le théoréme

8.1 assure qu’il existe une politique appartenant & PFI qui produit la séquence s.
CQFD.

Dans [21], les auteurs montrent aussi que les dates auxquelles se produisent les temps creux
sont, indépendantes de la politique d’ordonnancement DCL choisie. Ils montrent aussi que ’on peut
déterminer ces dates a 1’aide du diagramme de charge. En réalisant ce calul, les procédés utilisés
dans les preuves des théorémes 8.1 et 8.4 permettent de construire une politique PFI & partir
de la séquence produite par EDF pour tous les systémes de taches ordonnancgables en contexte
monoprocesseur et préemptif.

En environnement monoprocesseur, la classe PFI est donc optimale. Par conséquent, le recours
a des stratégies d’ordonnancement plus complexes (comme PFI, PFI, DCL) n’est pas nécessaire.
Par ailleurs, il existe des systémes de taches ordonnancables pour lesquels les politiques & priorités
fixes ne permettent pas de produire une séquence valide. La classe PFI est donc candidate pour
étre la plus petite classe d’ordonnancement optimale en monoprocesseur. Cette propriété la posi-
tionne comme un bon intermédiaire entre les politiques & priorités fixes et les politiques & priorités
dynamiques.
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8.3.3 Incompatibilité entre EDF et PFI en multiprocesseur

Le théoréme 8.2 suggére que la production d’une politique PFI équivalente & EDF reste possible
en multiprocesseur pour les systémes de taches ayant une charge pas trop élevée - i.e. il doit exister
un instant appartenant au régime cyclique ou tous les processeurs sont oisifs. Toutefois, I’exemple
suivant montre qu’en multiprocesseur il n’est pas toujours possible de produire la séquence de
EDF 4 ’aide d’une politique PFI. Il montre aussi que les classes PFI et PFI sont distinctes puisque
EDF € PFl et EDF ¢ PFI. On a donc l'inclusion stricte suivante :

FI c PFI c PFI

De plus, nous savons que PFI ¢ DCL et que DCL ¢ PFI. Par contre, nous ne savons pas comparer

PFT et PFI avec DCL. Cette étude nous semble intéressante pour mieux cerner les spécificités de
ces classes de politiques d’ordonnancement.

Exemple 8.1 Considérons le systéme de tdches suivant :

| e Ci Di Ty
A 1 4 8 8
| 0 3 8 8
T3 | & 5 8 8
Ty | 2 3 8 8

La figure 8.7 présente la séquence d’exécution biprocesseur produite par EDF pour ce systéme
de tdches. La séquence d’exécution devient cyclique o partir de linstant t = 15. Puisqu’aucune
échéance n’est manguée jusqu’a t = 23, EDF ordonnance donc ce systéme de tdches.

Remarquons que la condition du théoréme 8.1 n’est jamais vérifiée, notre procédé de transfor-
mation de EDF en une politique PFI ne peut donc pas étre appliqué.

En outre, a l'instant t = 3, les instances 11 o et T4, accédent aux processeurs alors que l’instance
73,0 est active, on a donc :

prio(T1,0) > prio(rs,0) A prio(ra,0) > prio(7s,o)

Or a Uinstant t = 9, les instances 12,1 et 73,0 accédent auzx processeurs alors que linstance 11,1 est
active, on a donc :

prio(Ta,1) > prio(m1,1) A prio(rs,o) > prio(r1,1)
On en déduit donc que prio(mi ) > prio(t11) : ainsi cette séquence d’exécution ne peut pas étre

produite par une politiqgue appartenant a PFI.

Remarquons que la durée de la montée en charge de la séquence présentée sur la figure 8.7 est
strictement supérieure & r+ P = 12. Ceci n’est pas dii au hasard : nous n’avons pas réussi & obtenir

une séquence d’exécution valide produite par EDF qui ne soit pas productible par PFI sans que la
durée de montée en charge soit strictement supérieure a r + P.

Les configurations PFI sont représentables & 1’aide d’un nombre fini de niveaux de priorité.
L’exemple donné ci-dessus montre que parfois la configuration de priorité de PFI correspondant &

T'_MD

T, im @m A|m

Fi1G. 8.7 — Ordonnancement biprocesseur par EDF du systéme de taches de 'exemple 8.1
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EDF ne peut pas étre ramenée 4 un nombre fini de niveaux de priorité. La classe PFI est donc can-
didate pour étre la plus grande classe dont les politiques produisent des séquences représentables &
I’aide d’un nombre fini de niveaux de priorité. Or, les exécutifs temps-réel offrent généralement un
nombre de niveaux de priorité relativement restreint. La classe PFI parait donc particuliérement
adaptée & leur architecture et devrait permettre d’exploiter pleinement leur puissance d’ordonnan-
cement.

Ces différentes remarques nous aménent i la conjecture suivante, pour un systéme de taches
donné, on a :

la séquence produite par EDF est engendrable par une politique de PFI
=
la, séquence produite par EDF est engendrable
a aide d’un nombre fini de niveaux de priorité fixe par instances
-
la durée de montée en charge de la séquence produite par EDF est inférieure ou égale & r + P

L’étude de la réalité ou non de ces équivalences nous semble une piste de recherche intéressante
pour mieux cerner les propriétés des ordonnancements multiprocesseurs.

8.4 Ordonnancements PFI valides

Contrairement aux cas des priorités fixes, le nombre de configurations PFI valides est potentiel-
lement infini. La recherche et I’énumération de ces configurations est donc impossible. Ce constat
est aussi valable pour les configurations PFI. Par ailleurs, la classe PFI présente des propriétés
intéressantes. Dans cette section, nous nous restreignons donc & elle et nous étudions plusieurs
méthodes permettant de calculer des configurations de priorité valides.

La classe PFI correspond aux configurations de priorité qui attribuent la méme priorité &
deux instances équivalentes - i.e. appartenant & la méme tache et distantes d’exactement une
métapériode. Cette restriction parait trés raisonnable en terme d’ordonnancement et aussi en
terme d’exploitation : les exécutifs temps-réel utilisant des priorités fixes peuvent étre adaptés aux
configurations PFI.

8.4.1 Algorithme de résolution

Dans la section 8.2.1, nous avons représenté une configuration PFI 4 ’aide d’une configuration

PFX en utilisant un systéme de taches intermédiaire 7*. Pour les configurations de PFI, le systéme
7* peut étre simplifié. Pour chaque tache 7, € 7, on introduit les taches suivantes dans 7# :

Vi e {1,...,5k},(T;€)i,Ck,Dk,P) (S T#

Ce nouveau systéme de tiches contient un nombre fini de taches périodiques, il correspond donc
exactement au contexte d’étude de la section 7, et les résultats qui y sont développés peuvent étre
appliqués directement & 7#. Dans ce contexte, on se raméne donc & un systéme de i, P/Ty taches
périodiques. L’algorithme donné dans la section 7.5.3 détermine ’ensemble des configurations de
priorité fixe valides. En appliquant au systéme 77, on détermine donc les configurations de priorité
fixe par instances de PFI qui ordonnancent 7.

D’aprés I’étude menée dans le chapitre 4, les séquences engendrées par des configurations de
PFI sont cycliques de période P. Le contexte PFI permet donc d’éviter les anomalies que nous
avons rencontrées dans le contexte général PFI (voir chapitre 3). De plus, en utilisant les résultats
que nous avons obtenus dans le chapitre 5, on peut majorer la durée de montée en charge des
séquences engendrées par PFL.
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8.4.2 Hybridation PFX/PFI

L’algorithme de calcul des configurations PFI valides a une complexité élevée puisque I’on doit
considérer chaque instance comme une tache indépendante. Dans cette section, nous proposons
une méthode incrémentale pour trouver une configuration PFI valide.

Au préalable, on vérifie qu'’il existe une configuration PFI valide grace & Palgorithme de la
section 8.2.2. Ensuite, on passe progressivement de PFX 4 PFI en permettant & certaines instances
d’une méme tache d’avoir des priorités différentes. Pour cela, on procéde de la maniére suivante :

1. on détermine s’il existe une configuration PFX valide,
2. si oui, alors les configurations de priorité fournies par I’algorithme PFX constituent le résultat,

3. sinon, on choisit une tache 7, pour permettre a ses instances d’avoir des priorités différentes :
on la décompose en §; taches ayant les paramétres temporels des instances de 7.

Cette approche permet de profiter progressivement et seulement en cas de besoin de la puissance
d’ordonnancement de PFI. Plusieurs régles peuvent étre utilisées pour traiter 1’étape (3). Tout
d’abord, il faut déterminer un mécanisme pour choisir la tache & décomposer. Ensuite, il faut
choisir les instances auxquelles on permet d’avoir une priorité propre. Remarquons qu’en modifiant
légérement l’algorithme de la section 7.5.3, on peut permettre a seulement certaines instances d’une
méme tache d’avoir des priorités différentes. On peut le réaliser en introduisant la notion de groupe
d’instances : les instances d’un méme groupe partageant la méme priorité et ne pouvant jamais étre
actives simultanément. Cette extension permet de mieux maitriser la complexité lors du passage
de PFX & PFL

Donnons un exemple de régle permettant d’implémenter 1’étape (3). Pour cela, considérons une
relation R appartenant & la base minimale correspondant & I'instant ¢, et supposons qu’aucune
action ne permet de prolonger s(R,p,t) en une séquence (Q,t + 1)-valide. Lorsque les taches sont
indépendantes, on peut alors affirmer qu’il existe plus de p tiches dont la laxité est nulle (voir
section 7.5.1). Ces p taches sont & lorigine de ’échec d’ordonnancement par la relation R. On
peut donc associer & chaque relation non prolongeable les taches qui sont responsables de 1’échec.
Lors du traitement par PFX, on peut alors déterminer le nombre de fois ou chaque tache est
responsable d’un échec d’ordonnancement. Plus précisément, on peut méme réaliser ce calcul, non
pas par taches, mais par instances. On obtient ainsi une description des taches (ou instances) a
Iorigine des échecs d’ordonnancement. On peut alors choisir de décomposer la tache qui y apparait
le plus souvent.

Cette hybridation PFX /PFI parait prometteuse pour plusieurs raisons. Tout d’abord, elle per-

met d’exploiter la puissance d’ordonnancement de PFI tout en limitant la complexité. Ensuite, de
nombreuses régles peuvent étre élaborées pour déterminer la ou les taches & décomposer : elle admet
donc une certaine flexibilité. Finalement, le concepteur peut intervenir lors des choix & effectuer
pour guider I’algorithme de recherche : elle permet donc aussi une certaine interactivité.

8.5 Conclusion

Afin d’obtenir une puissance d’ordonnancement plus importante que celle fournie par les poli-
tiques & priorités fixes, nous avons étudié la classe PFI. Nous avons adapté ’algorithme donné dans
le chapitre 7 pour qu’il détermine s’il existe une configuration de priorité fixe par instances valides.
Ce nouvel algorithme nous a permis d’évaluer expérimentalement la puissance d’ordonnancement
de PFI. Celle-ci s’est révélée étre bien supérieure a celle de PFX et de EDF.

La classe PFI paraissant intéressante, nous avons approfondi notre étude. Nous avons alors
élaboré un mécanisme permettant de construire, sous certains conditions, une politique PFI pro-
duisant la méme séquence que EDF. Nous avons ensuite montré que la classe PFI est optimale
en contexte monoprocesseur et préemptif. Cette classe semble aussi posséder d’autres propriétés
intéressantes :

— PFI est la plus petite classe optimale en monoprocesseur,
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— PFT est la plus grande classe dont les politiques engendrent des séquences représentables &
I’aide d’un nombre fini de niveaux de priorité fixe attribués aux instances.
Certains problémes théoriques restent donc en suspens. La comparaison entre les trois classes de

politiques & priorités fixes par instances (PFI, PFI, PFI) permettrait de mieux cerner les possibilités
apportées par chacune.

L’utilisation d’une politique PFI pour produire la séquence d’exécution de EDF présente plu-
sieurs avantages. Les priorités attribuées aux instances par les politiques PFI sont constantes, la
politique PFI équivalente & EDF est donc plus facilement implémentable que EDF. Les protocoles
de gestion de ressources peuvent aussi lui étre plus facilement adaptés que pour EDF. En termes de
prédictabilité, il est aussi plus facile d’obtenir des majorations des temps de réponse des instances
avec les politiques PFI qu’avec EDF.

La classe PFI parait particuliérement adaptée aux exécutifs temps-réel actuels. Nous avons
alors étendu la méthode développée dans le chapitre 7 pour déterminer les configurations de prio-
rité valides qui appartiennent & PFI. Pour diminuer la complexité, nous avons aussi proposé une
méthode incrémentale pour construire une telle configuration de priorité. Cette approche nous
parait prometteuse puisqu’elle permet de maitriser la complexité tout en offrant une certaine mo-
dularité et une certaine interactivité. Effectivement, on peut imaginer de nombreux procédés pour
passer progressivement d’une configuration PFX & une configuration PFI. Leur élaboration et leur
évaluation semble étre une voie intéressante de recherche. D’autre part, on peut aussi chercher
A construire des configurations PFI engendrant des séquences d’exécution produites par d’autres
méthodes (politiques en-ligne, méthodes hors-ligne, etc). Cette transformation simplifierait I'inté-
gration de ces séquences dans les exécutifs temps-réel, notamment lorsqu’elles sont produites par
une méthode hors-ligne. En utilisant le systéme 77 (voir section 8.4.1) et en appliquant la méthode
fournie dans la section 7.3.3, on peut effectuer cette transformation. D’autres méthodes plus spé-
cifiques, comme celle que nous avons utilisée pour transformer EDF dans la section 8.3.1, peuvent
aussi étre utilisées.



Chapitre 9

Systémes de taches avec relations de
précédence

9.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous abordons le probléme de I'ordonnancement selon un angle différent.
Dans les deux chapitres précédents, nous avons repris I’approche suivie par [9] : 1’élaboration de
méthodes exactes attribuant des paramétres d’ordonnancement en-ligne, comme la priorité des
taches par exemple. Nous suivons ici I'une des autres approches possibles pour traiter un probléme
NP : la recherche en temps polynomial de solution approchée. Afin d’initier notre approche, nous
avons repris des travaux existants ainsi que les problématiques qu’ils traitent.

L’utilisation des architectures multiprocesseurs a introduit de nouveaux problémes dans le do-
maine de 'ordonnancement. L’un d’eux consiste & ordonnancer un ensemble de taches liées par des
relations de précédence tout en minimisant la durée totale d’exécution. Ce probléme est connu pour
étre dans la classe NP-dur. Toutes les méthodes exactes ont donc une complexité exponentielle.
L’utilisation des méthodes d’approximation (algorithmes génétiques, méthode taboue, processus de
décision markovien, etc) permet d’obtenir une solution approchée (sous-optimale) en un temps po-
lynomial. Ces différentes méthodes ont déja été utilisées avec succés, par exemple pour le probléme
de Pallocation de fréquence [53, 54] et pour celui de la planification de trajectoires [65].

Pour le probléme de 'ordonnancement multiprocesseur d’un systéme de taches liées par des
relations de précédence, plusieurs méthodes d’approximation basées sur les algorithmes génétiques
ont été développées pour obtenir une solution approchée, par exemple [23, 52, 87, 108]. Dans ce
chapitre, nous proposons tout d’abord plusieurs améliorations de I’algorithme génétique défini par
[52]. Ensuite, nous développons une nouvelle approche basée sur la descente de gradient et sur
la méthode taboue. Finalement, nous comparons expérimentalement les différentes méthodes que
nous proposons avec celles définies par [23, 52].

9.2 Contexte d’étude

Nous utilisons le modéle proposé par [52] pour représenter les systémes de taches liés par des
contraintes de précédence (voir figure 9.1). Un ensemble de taches partiellement ordonnées est
représenté par un graphe orienté et acyclique (DAG) constitué d’un ensemble fini de noeuds V' et
d’un ensemble fini d’arcs E. Chaque noeud 7; € V correspond & une tiche et est associé & sa durée
d’exécution C;. Chaque arc e;; € E correspond & une relation de précédence 7; > 7; : la tache 7;
devant étre terminée avant que la tache 7; ne puisse commencer.

Le probléme de 'ordonnancement de ces systémes de taches consiste & trouver une séquence
d’exécution respectant les contraintes de précédence posées et minimisant la durée d’exécution
totale. La figure 9.2 donne un exemple d’ordonanncement du systéme défini dans la figure 9.1.
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9.3 Algorithmes génétiques appliqués a I’ordonnancement

Les algorithmes génétiques (GA) permettent d’obtenir une solution approchée d’un probléme
posé. [41] présente en détail les principes de fonctionnement propres a ces algorithmes. Nous en
rappelons ici les concepts de base. Les algorithmes génétiques consistent & améliorer successivement
un ensemble de solutions relativement & une fonction de codt. Cette fonction représente ’objectif
a atteindre. Chaque solution est appelée un individu, et I’ensemble des solutions forme la popu-
lation. Le codage des solutions, et donc la représentation des individus, est organisé en plusieurs
chromosomes eux-mémes divisés en plusieurs génes. Le choix du codage et de la fonction de cofit
sont des éléments importants lors de la conception d’un algorithme génétique puisqu’ils fixent la
modélisation du probléme. Pour faire évoluer la population, les algorithmes génétiques sont munis
de trois opérateurs :

— le croisement : en combinant les génes appartenant & deux solutions différentes, on construit

une nouvelle solution,

— la mutation : on modifie les génes d’une solution afin d’en produire une nouvelle,

— la sélection : on choisit parmi les solutions courantes celles qui formeront la population

suivante.
Les opérateurs de croisement et de mutation sont complémentaires. En général, on utilise l'un
d’eux avec une forte probabilité pour apporter des améliorations importantes, et ’autre avec une
faible probabilité pour sortir des minima locaux. En fonction des problémes, ces deux opérateurs
remplissent I'un ou ’autre role.

Les algorithmes génétiques ont déja été appliqués au probléme de l'ordonnancement multi-
processeur. Dans notre étude, nous réutilisons les travaux de [52] et de [23]. Nous présentons
maintenant les méthodes proposées dans ces deux articles. Nous ne revenons pas plus en détail sur
les principes généraux, et renvoyons au besoin le lecteur vers [41].

9.3.1 L’algorithme génétique proposé par [52]

Le premier élément & définir pour mettre en place un algorithme génétique est le codage des
solutions. Il faut alors répondre aux deux questions suivantes : que représente un chromosome, et
que représente un géne. Dans [52], chaque processeur est modélisé par un chromosome, et ses génes
correspondent aux taches exécutées sur ce processeur. D’autres codages ont aussi été proposeés [1].
La figure 9.3 présente le codage de [52] pour la séquence d’exécution donnée dans la figure 9.2.
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FiG. 9.1 — Un exemple de systéme de taches
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Un tel codage ne représente pas toujours une séquence d’exécution faisable, prenons un exemple
pour illustrer ce point :

D’une part, la tache 73 est précédée par 71, le processeur P1 est donc bloqué jusqu’a la terminaison
de 71. D’autre part, P2 est bloqué par 74 jusqu’a la terminaison de 72. Les deux processeurs sont
donc bloqués et cette sequence d’exécution n’est pas faisable.

Pour se garantir contre les interblocages de ce type, [52] introduit la notion de hauteur d’une
tache. Si une tache 7; précéde une autre tache 7;, alors on doit avoir height(r;) < height(r;). Cette
fonction de hauteur conserve les relations de précédence entre les tiches. [52] propose plusieurs
définitions de la hauteur d’une tache, toutes vérifiant la propriété précédente. La plus simple
d’entre elles consiste & poser :

height(;) = 0, si {rj|T; = 7} =0
height(t;) = 1 + max,,, , height(7;), sinon

Ainsi, tous les codages pour lesquels les tiches sont rangées sur chaque processeur par ordre crois-
sant de hauteur sont faisables.

Le second élément & définir est la fonction de coiit représentant la propriété que I’on souhaite
optimiser. Pour I’ordonnancement multiprocesseur, on désire minimiser la durée d’exécution requise
pour exécuter toutes les taches. La date de terminaison 7; d’une tache 7; dépend de celle de tous
ses prédécesseurs, posons :

A = max{T}|r; - 7;}

Elle dépend aussi de la date de terminaison des taches qui sont associées au méme processeur
que 7;. Plus précisément, elle dépend de celle qui la précéde directement. Notons ¢, la date de
terminaison de cette tache. La date de terminaison de la tache 7; est alors donnée par la formule
suivante :

T; = C; + max{J, A}

La fonction de cott utilisée dans [52] est max{T;}, elle sert donc & minimiser la durée d’exécu-
tion totale. Les opérateurs génétiques utilisés dans [52] pour produire de nouvelles solutions sont
classiques :

croisement aléatoire & un point
mutation | permutation aléatoire de deux taches
sélection roulette aléatoire

Précisons seulement que leurs opérateurs sont adaptés pour que les taches attribuées & un méme
processeur restent rangées par ordre croissant de hauteur. Dans la suite, nous désignons par HAR
Palgorithme génétique défini par [52].

9.3.2 Les algorithmes génétiques proposés par [23]

Pour assurer qu’un codage correspond & une séquence d’exécution faisable, [52] a introduit la
notion de hauteur. Nous avons vu que si les taches sont rangées par ordre croissant de hauteur sur
chaque processeur, alors la séquence d’exécution correspondante est faisable. Cependant, comme
Pa fait remarquer [23], la réciproque n’est pas vraie en général. Ainsi, cette méthode ne permet
pas de représenter toutes les solutions possibles. Pour corriger cet inconvénient, [23] a proposé une
autre approche.

Présentons maintenant la notion utilisée par [23] pour assurer qu’un codage est faisable. Pour
cela, reprenons I’exemple de la figure 9.3. Dans ce codage, les taches exécutées sur le processeur P1
sont dans 'ordre : 71, 73, 74, 76- Cette affectation introduit de nouvelles relations de précédence :
TL = T3, T3 = T4, T4 > Tg. Pour déterminer si un codage est faisable, il faut aussi tenir compte
des précédences induites par le placement des taches sur les processeurs : le graphe composé des
relations de précédence entre les taches et de celles engendrées par le placement des taches sur
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les processeurs doit étre acyclique. La vérification de cette propriété améne & utiliser la cloture
transitive de ce graphe. Comme le remarque [23], ceci conduit & une complexité plus importante
qu’avec l'utilisation de la hauteur. L’exhaustivité a un colt important en terme de complexité
algorithmique.

Le premier algorithme génétique proposé par [23] utilise les mémes opérateurs génétiques que
[52], toutefois, en les ayant préalablement adaptés & leur critére de faisabilité. Le second utilise
un algorithme de liste appelé ED/MISF (earliest date/most immediate successors first). L utili-
sation de ED/MISF dans l'opérateur de croisement et de mutation permet de guider rapidement
I’algorithme génétique vers de bonnes solutions.

Dans la suite, nous désignons par FSG (resp. CGL) le premier (resp. second) algorithme géné-
tique défini par [23].

9.4 Contributions

Dans cette section, nous présentons les modifications que nous proposons pour ’algorithme gé-
nétique HAR. Ensuite, nous développons une nouvelle approche & partir de la descente de gradient
et de la méthode taboue.

9.4.1 Améliorations du GA proposé par [52]

[52] a proposé un algorithme génétique pour résoudre le probléme de 'ordonnancement multi-
processeurs. Comme il est indiqué dans [23], leur méthode présente des défauts. Dans cette section,
nous présentons deux améliorations qui permettent de répondre & ces difficultés. Nous avons pré-
féré nous baser sur la méthode proposée par [52] plutdt que sur celle proposée par [23] pour éviter
I’augmentation de la complexité qu’elle engendre.

La méthode utilisée par [52] pour générer la population initiale attribue les taches aux pro-
cesseurs de maniére incrémentale. Posons T'(h) lensemble des taches de hauteur h et max;, la
profondeur du graphe de précédence. Le premier processeur se voit attribuer un nombre aléatoire
ny de taches pour chacune des hauteurs h. Ce nombre est choisi uniformément dans 'intervalle
[0, h]. Ainsi, en moyenne, le nombre de taches attribuées au premier processeur est :

ni n2 Nmaxy, o n

5 2+... 5 5

Pour les processeurs suivants, ce processus est répété avec l’ensemble des taches qui n’ont pas
encore été attribuées. Le dernier processeur se voit attribuer ’ensemble des taches restantes. Le
nombre de taches attribuées au k¢ processeur est donc en moyenne n/2*. Les taches ne sont donc
pas réparties uniformément entre les processeurs. Ce fait a un impact véritable sur les performances
(voir la figure 9.6) : lorsque le nombre de processeurs devient grand, les performances se dégradent
trés vite.

Pour améliorer la qualité de la population initiale, nous proposons deux schémas de répartition :

1. Répartition uniforme du nombre de taches attribuées a chaque processeur : nous bornons le
nombre total de taches attribuables & un méme processeur par [n/p].

2. Répartition uniforme de la charge attribuée a chaque processeur : nous bornons la charge
ZZ:1 Cr ‘|
= .

Ces modifications permettent d’améliorer la qualité des solutions obtenues lorsque le nombre
de processeurs devient grand. Dans la suite, nous appelons GAN la variante de I’algorithme HAR
obtenue en utilisant le premier schéma de répartition, et GAU celle obtenue en utilisant le second.

maximale attribuable & un méme processeur par |

9.4.2 Descente de gradient

Dans cette section, nous présentons une méthode pour approximer le probléme de ’ordon-
nancement multiprocesseur basée sur la descente de gradient. Pour représenter les solutions, nous
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conservons le modéle utilisé par [52]. La fonction de cotit & minimiser est aussi définie de la méme
maniére : elle correspond a la durée nécessaire pour exécuter toutes les tiches selon ’ordre indiqué.

La méthode de descente de gradient repose sur 'amélioration successive d’une solution. Pour
cela, on évalue les solutions voisines en ne retenant que la meilleure. Lorsque 1’algorithme ne peut
plus améliorer la solution, celle-ci correspond alors & un minimum local, ’algorithme la retourne
comme résultat. L’'un des éléments clé d’une descente de gradient se situe dans la définition du
voisinage d’une solution : celui-ci doit étre le plus petit possible (pour que la méthode soit perfor-
mante en terme de temps d’exécution) tout en permettant d’explorer la plus grande partie possible
de I’espace des solutions (pour que la solution fournie soit de bonne qualité).

Considérons la séquence d’exécution indiquée sur la figure 9.2. Pour la transformer en une
solution voisine, on considére deux types de modifications :

1. la permutation de deux taches adjacentes attribuées & un méme processeur (voir la figure
9.4),

2. le changement du processeur attribué & une tache (voir la figure 9.5).
Dans la suite, nous appelons DG la descente de gradient correspondante.

9.4.3 Méthode taboue

La méthode taboue est une descente de gradient munie de mécanismes pour échapper aux mi-
nima locaux. Nous en avons expérimenté deux qui reposent sur la descente de gradient présentée
dans la section 9.4.2. Les mécanismes permettant de sortir des minima locaux reposent sur l'in-
terdiction de certaines solutions ou de certaines caractéristiques. Par exemple, lorsque la solution
locale est un minimum local, il doit &tre possible de dégrader la qualité de la solution courante, et
aussi d’interdire le retour vers ce minimum local pour un certain temps.

La premiére implémentation (appelée TBS) de la méthode taboue que nous avons réalisée
consiste & interdire définitivement les minima locaux que l'algorithme a déji atteints. La seconde
(appelée TBC) repose sur I'interdiction de certaines caractéristiques des solutions.

Dans la section 9.4.2, nous avons défini le voisinage d’une solution & l'aide de deux types de
modifications. A chacune d’elles, nous allons associer une caractéristique taboue spécifique :

1. pour un processeur attribué & k téches, il y a k — 1 permutations possibles entre taches
adjacentes que nous identifions par leur position. Lorsque I’algorithme sort d’un minimum
local & ’aide de cette modification, la permutation utilisée devient taboue.
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N

2. Lorsque ’algorithme sort d’un minimum local en changeant le processeur attribué & une
tache, ancienne attribution devient taboue : cette tAche ne peut pas étre réattribuée a son
ancien processeur.

Lorsque 'on interdit certaines caractéristiques, il n’est pas intéressant de les interdire définiti-
vement. Pour déterminer le nombre d’itérations oli une caractéristique doit étre interdite, nous
nous sommes inspirés de la complexité du voisinage d’une solution. Dans la section suivante, nous
déterminons cette grandeur.

9.4.4 Etude de la complexité du voisinage d’une solution

Les deux modifications que ’on peut appliquer & une solution définissent le voisinage de cette
solution. Dans cette section, nous dénombrons le nombre de voisins d’une solution. Pour cela, nous
supposons que chaque processeur est attribué ¢ auw moins une tdche

Dans la suite, on note o (i) le nombre de taches attribuées au ¢ processeur.

Pour le ¢ processeur, il y (i) — 1 permutations de taches possibles, dés que chaque processeur
est attribué & au moins une tache. Pour ’ensemble des processeurs, on obtient donc V; voisins, dés
que toutes les taches sont attribuées & exactement un processeur :

Vi=Y(ol) - 1)= (Zom) ~p=n-»p

k=1 k=1

Considérons maintenant la modification consistant & changer le processeur attribué & une tache.
Pour une tache j donnée et attribuée au processeur ¢, on peut ’attribuer & p— 1 autres processeurs.
Supposons qu’elle soit attribuée au k¢, il y a alors o(k) + 1 positions possibles pour I'insérer. Pour
les p — 1 processeurs possibles, on obtient donc Vj’ voisins possibles :

p

Vi= > (o(k)+1)=n+p—1-o0(i)
k=1,k#j

Pour I’ensemble des taches associées au i® processeur, on obtient donc V;* voisins :
* . .
Vi = o(i)(n+p—1-0(i))
La deuxiéme modification d’une solution engendre donc V5, voisins :
P

Vo = o) +p—1-ok)

k=1

=(n+p-1) ZU(k)—ZO’(k)Q

k=1 k=1

n(n+p—1)=Y ok)

k=1

p

Finalement, dés qu’un processeur est attribué & au moins une tache et que toutes les taches
sont attribuées & au moins un processeur, le nombre de voisins V' d’une solution est :

P
V=Vi+Va=n(n+p) —p—-) o(k)?
k=1
L’expression ci-dessus dépend de la solution courante. En utilisant le fait que > §_, o(k)? < n?
puisque l’on a >} w—1 0(k) = n, on obtient un encadrement indépendant de la solution courante :

m=1)p<V<nn+p —p

Pour implémenter une méthode taboue, il faut préciser le nombre d’itérations pour lesquelles
une caractéristique est taboue. Lors de nos expérimentations, nous avons remarqué que cette valeur
dépendait aussi bien du nombre de taches que du nombre de processeurs. L’encadrement obtenu
pour V nous a incités & fixer cette valeur a np.
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9.5 Expérimentations

Pour comparer les différentes méthodes d’ordonnancement, nous avons généré aléatoirement
des systémes composés de 50 taches. Pour étudier I'impact du nombre de relations de précédence,
nous avons mené trois campagnes de test : les systémes contiennent 25, 50, ou 100 relations de
précédence. Pour chacune de ces campagnes, nous avons fait varier le nombre de processeurs de
I’architecture destinée & héberger le systéme de taches : chaque échantillon contient 100 systémes
de taches.

L’indicateur que nous avons utilisé pour évaluer la qualité des solutions fournies par une mé-
thode est le rapport entre la durée minimale théorique pour exécuter toutes les taches composant
un systéme et la durée d’exécution de la solution fournie. Pour définir la durée minimale théorique,
nous calculons deux minorants de la durée d’exécution d’un systéme de taches :

— le premier est défini par un fonctionnement & plein régime des processeurs disponibles (sans
tenir compte des relations de précédence) :

=

p

— le second est défini par la durée d’exécution de la plus longue chaine de précédence

La durée minimale théorique est définie comme la plus grande valeur des deux quantités définies
ci-dessus.

La figure 9.6 présente la qualité des solutions fournies par chacune des méthodes par rapport a
la durée d’exécution minimale. Chacun des points de ces graphiques correspond & la moyenne de la
qualité de la solution obtenue pour chacun des 100 systémes de taches composant un échantillon.
La figure 9.7 présente le temps de calcul moyen de chaque méthode d’ordonnancement.

Les variantes de HAR que nous avons définies augmentent considérablement les performances de
cet algorithme génétique, surtout lorsque le nombre de processeurs augmente. D’autre part, GAU
domine GAN et HAR : il est donc préférable de répartir uniformément la charge par processeur,
plutét que le nombre de taches par processeur. Nos méthodes de génération de la population initiale
permettent pratiquement d’élever le niveau de HAR & celui de FSG, tout en admettant un temps
de calcul beaucoup plus court.

Notre méthode basée sur la descente de gradient donne de meilleurs résultats que HAR, GAN,
GAU et FSG. Ses temps de calcul sont plus longs que ceux de HAR, GAN et GAU, mais plus
courts que ceux de FSG. L’algorithme DG est donc un compromis intéressant entre la durée de
calcul et la qualité des solutions fournies.

Les trois méthodes CGL, TBS et TBC donnent des solutions de bonne qualité dont la durée
d’exécution est proche de la valeur minimale théorique. Toutefois, TBC domine toujours les deux
autres et est généralement au-dessus de 90% d’optimalité. Les temps de calcul de TBS et TBC
sont bien inférieurs & ceux de CGL lorsque le nombre de processeurs reste “faible”. Dans les autres
cas, on remarque que les temps de calcul de ces trois méthodes sont relativement similaires.

La figure 9.8 présente la variance obtenue pour 100 exécutions de chacune des méthodes sur
un systéme composé de 50 taches, 50 relations de précédence, et destiné & étre hébergé sur une
architecture composée de 5 processeurs. La variance est un indicateur de qualité d’une méthode,
elle “mesure” sa stabilité : en utilisant deux fois la méme méthode sur un méme probléme, obtient-
on des solutions similaires ? Pour HAR, GAN, GAU et DG, la réponse est non, on pourra certaines
fois obtenir de bonnes solutions et d’autres fois des solutions mauvaises. Il est alors impératif pour
exploiter en pratique ces méthodes de les appliquer un grand nombre de fois, et de ne retenir que
la meilleure solution trouvée. Pour TBS, TBC, FSG et CGL, la variance est beaucoup plus faible.
Plusieurs utilisations de ces méthodes & un méme probléme fournissent donc des solutions proches
les unes des autres, on peut alors se contenter de les appliquer une seule fois.
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50 tasks - 25 precedence constraints
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F1G. 9.6 — Performances de chaque méthode d’ordonnancement
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9.6 Conclusion

Nous avons présenté plusieurs méthodes d’approximation pour résoudre le probléme de 1’or-
donnancement multiprocesseur des systémes de taches liées par des contraintes de précédence.
Plusieurs d’entre elles fournissent des solutions de bonne qualité - i.e. proche de 'optimum. Les
meilleures solutions sont celles obtenues par les approches basées sur la méthode taboue (TBS et
TBC) et sur ’hybridation avec ED/MISF (CGL).

Néanmoins, la complexité algorithmique de ces trois méthodes est assez élevée. Le dévelop-
pement de méthodes hybrides semble étre une voie de recherche intéressante pour obtenir une
meilleure maitrise de la complexité. L’utilisation des processus de décision markovien (MDP) est
aussi une alternative possible. Par exemple, pour le probléme de ’allocation de fréquence, I'utili-
sation des MDP a permis de diminuer le temps de calcul par rapport & un algorithme génétique,
tout en obtenant des solutions de qualités identiques [53, 54].

Une autre voie de recherche consiste & étendre le modéle. Plusieurs enrichissements sont pos-
sibles :

1. la durée des communications entre deux téches liées par une relation de précédence n’est
pas nulle, elle peut étre constante ou dépendre par exemple du placement des taches sur les
processeurs,

2. chaque tache posséde une échéance avant laquelle elle doit avoir terminé son exécution,
3. chaque tache posséde une date d’activation avant laquelle elle ne peut étre exécutée.

Plusieurs travaux traitent de la premiére extension, par exemple [23, 35, 59, 60, 85, 87, 108].
Elle est importante dans le domaine des systémes distribués puisqu’elle prend en compte le cott de
communication entre deux taches placées sur des processeurs différents. De plus, certains travaux
prennent aussi en compte le débit des différentes liaisons réseaux entre les processeurs.

Les deuxiéme et troisiéme extensions revétent une importance particuliére puisqu’elles rendent
possible 'application aux systémes temps-réel. Plusieurs travaux les ont déja traitées, par exemple
[35, 85, 87]. En majorité, ces travaux sont issus de méthodes développées pour le contexte ou
les seules contraintes sont des relations de précédence. Généralement, il s’agit alors d’adapter la
fonction de cotit aux contraintes d’activation et d’échéances. En suivant la méme approche, on peut
adapter notre méthode & ces deux contraintes, et donc appliquer nos résultats au cas des systémes
temps-réel. Moyennant cette extension, les méthodes d’approximation que nous avons développées
peuvent donc permettre de produire de nouvelles solutions d’ordonnancement, pour les systémes
temps-réel.

Les travaux menés dans ce chapitre ont fait 1'objet d’une publication dans les actes de la
conférence IASTED Computational Intelligence 2007.
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Chapitre 10

Modélisation par les chaines de
Markov

10.1 Introduction

Les noyaux temps-réel pilotent les taches & l'aide d’un algorithme d’ordonnancement en-ligne
dont les décisions ne s’appuient que sur la connaissance du présent. Pour certains cas particuliers,
il existe des algorithmes en-ligne optimaux : dés qu’un systéme de taches est ordonnancable, alors
I’algorithme optimal réussit & ’ordonnancer. Cependant, dés que les taches partagent plusieurs res-
sources, il est montré dans [34] qu'’il n’existe pas d’algorithme optimal. Dans ce contexte, ’analyse
de la validité d’une application temps-réel est un probléme NP-dur [13, 70]. Plusieurs approches
ont été développées, certaines par des méthodes exactes et d’autres par des méthodes approchées.

Le probléme étant NP-dur, les méthodes exactes ont une complexité exponentielle. Les méthodes
approchées sont apparues pour contourner cette difficulté : elles permettent d’obtenir une solution
approchée d’un probléme NP en un temps polynomial. Ces techniques sont basées sur le recuit
simulé, la méthode taboue, les algorithmes génétiques et les processus de décision markoviens
[89]. A notre connaissance, seuls les algorithmes génétiques ont été appliqués au probléme de la
validation des applications temps-réel [87]; cependant, ils ne 'ont été que dans le cas particulier
du contexte non-préemptif. Les articles [53, 54] présentent une comparaison entre ces méthodes
appliquées au probléme de I’allocation de fréquence ; [65] propose une application des processus de
décision markoviens au probléme de la planification de trajectoire en robotique.

Des méthodes de validation exactes ont été développées & partir de plusieurs formalismes : les
réseaux de Petri [18, 45, 72|, les automates finis [2, 3, 4, 63], la géométrie discréte [62, 64]. L’objectif
de ces méthodes consiste généralement & produire une séquence d’exécution valide destinée & étre
implantée dans un séquenceur. Les chaines de Markov [36, 82] sont utilisées dans [75] pour la vali-
dation temps-réel dans le cadre des contraintes souples, la violation d’une contrainte n’entrainant
alors aucune conséquence grave pour le procédé.

Nous nous proposons de mettre en place une méthode exacte basée sur les chaines de Markov
pour étudier la validation des systémes temps-réel critiques - i.e. & contraintes strictes. A notre
connaissance, c’est leur premiére application dans ce contexte. Par rapport aux autres méthodes
exactes, elles permettent d’obtenir des renseignements sur le comportement moyen d’un systéme de
taches en fonction des hypothéses d’ordonnancement choisies. Nous en attendons une amélioration
substantielle des diagnostics fournis. Dans ce chapitre, nous traitons la modélisation des systémes
temps-réel par les chaines de Markov. Nous insistons particuliérement sur la prise en compte des
contraintes dues aux interactions entre les taches et aux spécificités de 'exécutif temps-réel ciblé.
Nous supposons que le lecteur est familier des chaines de Markov. Au besoin, on peut consulter
[36, 82].
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10.2 Contexte d’étude

Les caractéristiques temporelles des taches peuvent étre quelconques : départs différés ou si-
multanés, échéance avant ou sur requéte. Toutefois, nous n’étudions pas les taches dont 1’échéance
est plus grande que la période. Dans la section 10.7, nous intégrons la plupart des contraintes
liées aux interactions entre les taches, par exemple les relations de précédence et 1’exclusion mu-
tuelle. Dans la section 10.6, nous étudions les contraintes dues aux caractéristiques des exécutifs
temps-réel. Nous suivons ici 'approche globale : les taches ne sont pas attribuées statiquement aux
processeurs. Nous étudions chacun des trois contextes possibles : non-préemptif, préemptif avec
migration partielle, et préemptif avec migration totale.

10.3 Modélisation des ordonnancements

Nous modélisons ’exécution d’une application temps-réel par des marches aléatoires engen-
drées par des chaines de Markov. Les variables aléatoires que nous utilisons représentent 1’état
d’avancement des instances de chaque tache. Dans le contexte des systémes de taches & échéances
contraintes (Dy < Tj), on peut représenter chaque tache en considérant seulement son instance
courante puisque dans toute séquence d’exécution valide, il ne peut exister & chaque instant qu’au
plus une instance active de chaque tache. Pour ¢ > ry, l'instance courante de 74 est 74 | (1) /7,
Nous supposons que le temps est discret, ainsi chaque instant ¢ € N représente en fait ’intervalle
temporel [t, ¢+ 1].

On peut représenter 'exécution d’un systéme de taches i 1’aide de différentes variables aléa-
toires. La premiére que nous avons utilisée est une variable indicatrice d’événements (voir figure
10.1) :

- Mtk = 0 < l’instance courante de 7 n’est pas exécutée & I'instant ¢

- Mtk = 1 < linstance courante de 75, est exécutée & 'instant ¢
Cette variable aléatoire permet de représenter ’exécution d’une tache 75 par une suite de variables
aléatoires (M});cn. Pour modéliser I’ensemble du systéme de taches, on utilise alors un n-uplet de
chaines de variables aléatoires.

Les valeurs des variables M}, ..., M déterminent les taches exécutées & Iinstant t. Elles per-
mettent d’exprimer certaines contraintes comme le respect du nombre de processeurs par exemple.
Cependant, pour vérifier si les échéances des instances sont respectées, on doit connaitre le nombre
de fois ou chaque instance a eu accés a un processeur. Beaucoup de contraintes dépendent de I’état
d’avancement des tiches. Pour cette raison, nous utilisons aussi la variable aléatoire suivante (voir
figure 10.1) :

t—1
IF=> M}

u=0

La variable I} comptabilise le nombre d’accés au processeur obtenus par les instances de la tache
) sur U'intervalle [0, ¢[.

I]% - S eb
7, - ¢ mmm g
ol — m— ——
M|l 1 00010O00O0T1O0O00

F1G. 10.1 — Illustration des variables aléatoires
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Dans toute la suite, nous désignons par 6 I’ensemble de tous les ordonnancements possibles, et
par O le sous-ensemble restreint & ceux respectant toutes les contraintes imposées au systéme de
taches.

10.4 Mesure d’ordonnancabilité

Dans cette section, nous introduisons les aspects probabilistes de notre approche. Nous consi-
dérons que les choix d’ordonnancement possibles lors de ’exécution d’un systéme de taches sont
probabilistes. Ainsi, chaque loi de probabilité représente une classe de séquences d’exécution. Notre
objectif se traduit par la mise en place d’une loi de probabilité sur 6 destinée & I’étude des ordon-
nancements valides (©).

Examinons les propriétés nécessaires pour qu’une loi de probabilité renseigne effectivement
sur 'ordonnancabilité d’un systéme de taches. Pour cela, considérons le cas d’un algorithme d’or-
donnancement en-ligne, par exemple RM. Nous pouvons construire une loi de probabilité qui lui
correspond : les choix d’ordonnancements correspondant & ceux de RM sont associés & une pro-
babilité non nulle, et les autres & une probabilité nulle. Or, RM n’est pas optimal dans tous les
contextes : il existe donc des systémes de taches ordonnangables pour lesquels RM produit une
séquence ne respectant pas les contraintes. Ainsi, la probabilité que certains systémes de taches
soient ordonnangables par RM peut étre nulle, bien que ceux-ci soient ordonnancables. Une telle
loi de probabilité n’est donc pas satisfaisante pour étudier leur ordonnancabilité : il n’y a pas
équivalence entre P(©) > 0 et le fait que le systéme de taches soit ordonnancgable.

Pour une loi de probabilité P quelconque sur 6, lorsque 'on a P(©) > 0, le systéme de tiches
est forcément ordonnancable. Pour qu’une loi de probabilité soit une mesure d’ordonnancabilité,
on impose que la réciproque soit aussi vérifiée.

Définition 10.1 Une loi de probabilité P sur 6 est une mesure de l’ordonnancabilité de T si et
seulement si :

P(©) > 0 < 7 est ordonnangable

La loi équiprobable attribue la méme probabilité & tous les ordonnancements. Ainsi, dés qu’il
existe un ordonnancement valide, elle fournit une probabilité d’ordonnancabilité non nulle. La loi
équiprobable est donc une mesure d’ordonnancgabilité. Un avantage de cette loi est son équité :
aucun choix d’ordonnancement n’est favorisé par rapport a un autre.

On peut aussi définir d’autres mesures d’ordonnancabilité. Un exemple intéressant de loi est
celui fourni par les séquences conservatives : un ordonnancement a une probabilité non nulle si
et seulement si il est conservatif. D’un point de vue temps-réel, cette loi est trés intéressante
car les exécutifs actuels n’engendrent que des séquences conservatives : elle permet donc de se
positionner dans leur contexte. Lorsque les taches sont indépendantes, on sait que dés qu’il existe
une séquence valide, alors il existe une séquence conservative valide. Ainsi, dans le contexte des
taches indépendantes, cette loi est une mesure d’ordonnancabilité.

Cette approche permet de mettre en place un processus de validation indépendamment de
la loi de probabilité utilisée tant que les variables aléatoires (If)ke{l),,,7n} vérifient la propriété
de Markov. Cette modularité est intéressante puisqu’elle permet d’appliquer notre approche & des
contextes spécifiques, et méme d’aborder I’étude de ’ordonnancabilité d’un systéme de taches selon
différentes vues (lois).

10.5 Intégration des contraintes de validation

10.5.1 Contraintes de validation

Considérons une contrainte imposée au systéme de taches et représentée par ’ensemble H des
ordonnancements qui la satisfont. On peut en tenir compte de deux maniéres différentes :
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— par condition : on détermine la probabilité qu'un ordonnancement soit valide sachant qu’il
vérifie la contrainte, on calcule donc P(©|H).
— par conjonction : on détermine la probabilité qu un ordonnancement soit valide et qu’il vérifie
la contrainte, on calcule donc P(© A H).
Ces deux méthodes d’intégration d’une contrainte sont complémentaires. Elles sont aussi équiva-
lentes pour la validation, car dés que I’on a P(H) > 0, la définition des probabilités conditionnelles
impose :
POH)>0=POAH)>0

Dans la méthode par condition, les contraintes sont prises en compte au niveau de la loi de
probabilité : dés qu’un ordonnancement a une probabilité non nulle, alors il respecte la contrainte.
Cette méthode rend l'utilisation de la loi de probabilité plus technique puisque les variables aléa-
toires ne sont généralement plus indépendantes. Cependant, cette méthode permet de focaliser
I’étude sur une classe d’ordonnancement spécifique. Elle est particuliérement adaptée pour inté-
grer les contraintes propres & I’exécutif temps-réel : migration totale ou partielle, conservatisme,
préemptivité, etc.

La prise en compte par conjonction revient & contraindre les marches aléatoires autorisées
par la loi de probabilité en leur imposant un parcours spécifique. Ainsi, les contraintes prises en
compte de cette maniére n’influent pas directement sur la loi de probabilité. Cette méthode offre
donc une certaine modularité puisque l'introduction d’une nouvelle contrainte n’impose pas une
réétude compléte de la loi de probabilité. Elle est trés utile pour intégrer les contraintes propres
aux interactions entre les taches : relation de précédence, exclusion mutuelle, etc.

10.5.2 Intégration par conjonction

Dans toute cette section, nous considérons :

— une chaine de Markov X a temps et espace d’états discrets,

— l'ensemble E des valeurs des variables X,

— une bijection f de {1,...,|F|} dans E.

Comme dans la section précédente, considérons une contrainte imposée aux marches aléatoires
de X représentée par I’ensemble H des marches qui la satisfont. Pour intégrer cette contrainte par
conjonction, on doit I’exprimer en utilisant seulement les transitions effectuées lors d’'une marche
aléatoire. Lorsque c’est possible, nous disons que cette contrainte est markovienne.

Définition 10.2 Une contrainte markovienne est un prédicat Q dépendant des transitions et du
temps, i.e. de la forme Q(X¢, Xt41).

Pour intégrer H par conjonction, on recherche donc une contrainte markovienne @) vérifiant :
(Xt)ten € H <Vt € N, Qu( Xy, Xi41)

Cette décomposition d’une contrainte portant sur ’ensemble d’une marche aléatoire en un prédicat
portant sur les transitions effectuées lors de cette marche constitue la principale source de difficultés
lors de la modélisation des ordonnancements valides.

Le résultat suivant fournit une méthode pour calculer la probabilité qu’une contrainte marko-
vienne soit satisfaite. Il permet d’intégrer par conjonction toutes les contraintes de validation qui
sont décomposables en contraintes markoviennes.

Théoréme 10.1 Soient (Q une contrainte markovienne et A € N. On a :

|E|
A—1
]P)(ti\o Qi(Xt, Xi41)) = ;(D-Mo o Myoy)F
ol :
— D est la distribution initiale : Vk € {1,...,|E|}, D* =P(Xy = f(k))
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- My = [myjli jen est la matrice de transition :

mi; =P(Xep1 = f()|Xe = f(2) x P(Qe(f(2), f(4)))

Démonstration :
Posons D; la distribution de probabilité de la chaine de Markov (X, )nen & un instant ¢ quel-
conque lorsque la contrainte () est respectée :

Vk e {l,...,|E|},DF =P(X; = f(k), Qo(X0, X1),...,Q:_1(X0, X}))

Pour établir le résultat, nous établissons une relation permettant de calculer D, & partir de Dj.
Pour alléger Iécriture, nous utilisons la notation suivante :

t—1
Q(XO7X17 e 7Xt) g t’/;O Qt(Xt’aXt’-i-l))

En décomposant D;;; par la régle des probabilités totales sur les valeurs des variables

Xo, ..., Xt, on obtient pour tout k € {1,...,|E|} :
Df,, = Z P(Q(Xo, ..., Xig1), Xogr = f(k), Xi = vt, ..., Xo = o)
V0, Ut EE

Or @ est un prédicat, donc pour une suite d’états eg,...,e; € E et un instant ¢ € N donnés,
on a : P(Q(eo,...,e:)) € {0,1}. Dans I'expression précédente de DY, ,, les valeurs des variables
Xo, ..., Xt, X¢+1 sont connues, on en déduit pour tout k € {1,...,|E|} :

Dy = Z P(Q(vo, ..., v, f(k))) X P(Xi41 = f(k), Xy = v, ..., Xo = vo)
V0, Ut EE

En utilisant la relation des probabilités conditionnelles, puis la propriété de Markov, on obtient
successivement pour tout k € {1,...,|E|} :

k o P(Q(’Uo,...,vt,f(k))) X]P)(Xt :’Ut,...,Xo :1)0)
Dt+1 - 'Uoquvte ( X]P)(XtJrl = f(k)|Xt = Vtyenny Xo = ’Uo) >

B P(Q(vo, ..., v, (k) X P(Xt = vty ..., Xo = vg)
Df ., = Z ( ><]P’(X,?+1 B ft(k)|Xt Lo t =Vt 0 ="o )

V0,V €
En factorisant v; et en réutilisant le fait que @ est un prédicat, on obtient pour tout k €
{1,...,|E|} :

P(Q¢(ve, f(K))) X P(Xiy1 = f(B)|X: = vy)
Dfyi= ), < x EUO)N.MileE]P(Q(vOT?..,vt),Xt — vt ., Xo = v0) )

t+1 —
nwek
En réutilisant la régle des probabilités totales sur les variables Xy, ..., X;_1, on obtient alors
pour tout k € {1,...,|E|}:

P(Qe(ve, f(K))) X P(Xe1 = f(K)[ Xt = ve)
Di= ) ( xP(Q(XO,...,)?t),Xtivt) )

1
En introduisant 1’élément Dg (ve)

Dfyy = > P(Qu(ve, f(R))) x P(Xes1 = f(R)|X, = v) x D]
vl

, on obtient enfin une relation entre D; et Dy :

En utilisant la matrice My, on peut réécrire ’expression ci-dessus de la maniére suivante :
Dt+1 = Mt X Dt

En l'utilisant récursivement, on obtient le résultat recherché.
CQFD.
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10.6 Contraintes liées a ’exécutif

10.6.1 Migration totale

Pour assurer qu’un ordonnancement est faisable sur une architecture & p processeurs sous
I’hypothése de migration totale, il est suffisant de vérifier qu’a chaque instant ¢ au plus p taches
s’exécutent simultanément :

Z(Itkﬂ - Itk) <p

k=1

Remarquons que par définition, on a 0 < Itk+1 — IF < 1, puisqu’une méme téiche ne peut exécuter
qu’une instruction pendant une unité de temps. Ce prédicat permet d’exprimer le respect de
Parchitecture (dans le contexte de I’hypothése de migration totale) sous la forme de contraintes
markoviennes

Exemple 10.1 Considérons un systéme composé de trois tdches identiques de parameétres vy = 0,
Cr =2, Dy, =Ty, = 3, et étudions la séquence d’exécution présentée sur la figure 10.2. A chagque
instant, il y a exactement 2 tdches qui s’exécutent, le nombre de processeurs disponibles est donc
respecté. La validité temporelle restreint les états possibles seulement auz instants t € 3N : on doit
avoir I} = Cy.|t/3]. Dans la séquence donnée ci-dessus, on a bien pour t=0, I} =2.|0/3] =0, et
pour t=38, I¥ = 2.|3/3| = 2. Cette séquence respecte donc aussi les échéances des tdches.

10.6.2 Migration partielle

Sous ’hypothése de migration totale, les taches peuvent se répartir sans contrainte entre les
processeurs, pourvu qu’a chaque instant il n’y ait pas plus de taches & exécuter que de processeurs :
c’est la contrainte exprimée dans la section 10.6.1. Sous I’hypothése de migration partielle, une
méme instance ne peut pas changer de processeur, il devient nécessaire de représenter la répartition
des instances sur les processeurs.

Comme toutes les instructions d’une méme instance sont exécutées sur le méme processeur, on
peut associer chaque instance au processeur sur lequel elle est exécutée. Nous devons alors vérifier
qu’a chaque instant le nombre d’instances exécutées et associées & un méme processeur est inférieur
ou égal & 1. Définissons un vecteur de placement (V;!,...,Y;") de la facon suivante :

- Y} = 0 & linstance courante de la tache 75, n’est pas placée, ce cas correspond & deux

situations possibles : soit elle est activée mais n’a pas encore exécuté d’instruction, soit elle
a exécuté toutes ses instructions (elle est donc inactive).
~ Y} =i < V’instance courante de la tache 7, est attribuée au i® processeur.

- o 1 2 2
—_—

Ty « 1o 1 1 2
_—

T3 o o 1 2
: =
t 0 t

FiG. 10.2 — Exemple d’ordonnancement du systéme de taches de ’exemple 10.1

v'o 1 0 0
T T T | EEEE—
Pt s < yvJo 2 20
2] 1'2 1'3 T —_—1
Py 2 vJo 0o 2 0
4+ F +»
0 t

F1G. 10.3 — Exemple de placement du systéme de taches de I'exemple 10.2
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Déterminons maintenant les conditions correspondant au respect de la migration partielle. Dans
la définition du vecteur de placement, nous avons contraint les valeurs des variables (Y!,...,Y;")
en fonction de celles de (I}, ..., I") :

VteN,Vke{l,...,n},Y/) =0s IF c C\N

Une instance ne peut pas changer de processeurs en cours d’exécution, cette contrainte s’exprime
par la condition suivante :

vteN,Vke{1,....n}, (If € CkNA T, € CkN) = Y} =YL

Nous pouvons maintenant formuler la contrainte signifiant qu’au plus une tache associée & un
processeur peut étre exécutée 3 un instant donné :

vteNVie {1,...,ph Y (IF, —If) <1
keE;

ot E; est défini par : E; = {k € {1,...,n}|Y}} =ivY;r, =i}

Par définition, les variables de placement Y/* associées & des taches 7 dont le paramétre C,
vaut 1 sont toujours égales & 0. Effectivement, avant que ces tiches ne s’exécutent, leur variable
respective vaut 0 (tdche non placée), et aprés leur premiére exécution, leur variable respective
vaut encore 0 (tache inactive). Ainsi, le prédicat ci-dessus n’est pas suffisant pour traiter ce type
de tache. Pour celles-ci, on doit seulement s’assurer qu’il existe un processeur de disponible au
moment auquel elles sont exécutées. On doit alors vérifier en plus :

VEEN,Y (If, —If) <p
k=1

Ces prédicats permettent d’exprimer la contrainte de migration partielle sous la forme d’une
contrainte markovienne.

Exemple 10.2 Reprenons l'exemple 10.1 en se plagant sous Uhypothése de migration partielle.
Considérons la répartition des tdches sur les processeurs indiquée sur la figure 10.3. Dés l'instant
t = 2, les tdches 7 et T3 sont attribuées au processeur n°2. Or, entre les instants 2 et 3, elles
s’exécutent simultanément, ainsi la derniére condition que nous avons formulée pour exprimer la
contrainte de migration partielle n’est pas vérifiée : ce placement n’est donc pas réalisable.

10.6.3 Non-préemption

Les exécutifs non-préemptifs ne permettent pas qu’une instance en cours d’exécution soit in-
terrompue : dés qu’une instance débute son exécution, elle est exécutée jusqu’a terminaison. Cette
contrainte correspond & la propriété suivante :

VteN,VEe{l,...,n}, IF ¢ OWN=IF  =1F +1

Cette condition est une contrainte markovienne, elle permet donc d’intégrer par conjonction I’hy-
pothése de non-préemption.

10.7 Contraintes liées aux taches

10.7.1 Validité temporelle

Un ordonnancement est valide temporellement si toutes les taches respectent toutes leurs
échéances. Ainsi, & certains instants précis, les taches doivent étre dans un état précis (voir fi-
gure 10.4).

Cette contrainte porte sur les états atteints & certains instants. Elle est équivalente a la conjonc-
tion, pour tout k& € {1,...,n} et tout t > rg, des deux conditions suivantes :
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- (t — Tk) =D = Ik = Ck[(t — Tk)/Tk]

- (t — Tk) =T, = Ik = th(t — Tk)/TkJ
La premiére implication assure que chaque instance respecte son échéance, et la seconde qu’aucune
instruction n’est exécutée lorsqu’aucune instance n’est active. Ces conditions permettent donc d’ex-
primer la validité temporelle sous la forme de contrainte markovienne. Pour les taches & échéances
sur requéte (Dy = T%), seule la seconde condition est pertinente.

10.7.2 Relations de précédence

Considérons deux taches liées par la relation suivante : 7; précéde 7; . Nous traitons ici seulement
le cas de la précédence simple, nous pouvons donc supposer T; = T}. La contrainte de précédence
entre 7; et 7; impose que la k¢ instance de 7; ne peut débuter son exécution qu’a partir du moment
ou la k¢ instance de 7; a terminé la sienne. Ceci conduit & la contrainte suivante :

Vi e N, I} > Cj.|(t —r;)/Ty) = It = Ci.[(t —75)/Ty]

Ce prédicat permet d’exprimer la contrainte de précédence entre deux taches sous la forme d’une
contrainte markovienne.

Exemple 10.3 Considérons le systéme de tdches suivant :

| % Ck Dk Tk
| 0 1 3 3
| 0 2 6 6
T3 0 1 3 3

La séquence d’exécution présentée sur la figure 10.5 vérifie la contrainte Ty précéde T3, mais pas la
contrainte T3 précéde 11 . Etudions maintenant la suite des variables (I},...,I') qui correspond
cette séquence (voir figure 10.5).

La condition équivalente a la contrainte T précéde 15 s’écrit :

Vte N I} > |t/3] = I} = [t/3]

Det=1at=3,onall =1,etdet=4at=6, onal} =2, la condition donnée ci-dessus
est donc bien vérifiée et la contrainte “my précéde 137 est bien validée.

Par contre, on a I} =1 et I} = 0. Ainsi, on a I} > |1/3] sans avoir I} = [1/3], la contrainte
“r3 précede T ” n’est donc pas respectée.

k
I a
2,
o
} —t } +—t —t+—=,
0 r r+D, o +T, r+T, +D,

F1G. 10.4 — “Passages” imposés par la validité temporelle

1
rlk Y Y o1 11222
o - w000 1112
o - A g
0 t

F1G. 10.5 — Exemple d’ordonnancement du systéme de taches de I’exemple 10.3
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10.7.3 Exclusion mutuelle

Nous supposons ici qu’une méme tache réalise au plus un accés aux ressources partagées, et
nous décrivons cet accés par les deux paramétres suivants :

— «y : la premiére instruction de la section critique,

— P : la derniére instruction de la section critique.
Définissons, pour chaque tache 7, sa zone critique Z; qui correspond aux valeurs de I} strictement
incluses dans ’accés & la ressource partagée :

Zi = {(i1,. . in)|ox < i mod Gy, < B}

Les zones critiques permettent de définir une premiére condition, puisqu’a chaque instant une seule
tache peut étre en zone critique :

VtEN,(Itl,...,Itn)g e {L{ ) Zi N Ly
kel ...,n
kK

Cette condition est une contrainte markovienne. Cependant, elle ne permet pas de protéger
totalement les accés aux ressources partagées (voir exemple 10.4) : nous devons étendre la notion
de zone critique aux transitions.

Exemple 10.4 Considérons le systéme de tdches suivant :

| Co D Tp ow B
| 0 2 3 3 1 2
| 0 2 3 3 1 1

La zone critique de ce systéme est vide. Considérons maintenant la séquence d’exécution biproces-
seur présentée sur la figure 10.6. Le systéme de tdches ne passe jamais par des états appartenant a
la zome critique, cependant cette séquence n’est pas valide puisque entre t = 1 et t = 2, deux accés
aux ressources partagées sont réalisés simultanément.

Pour une transition (IF,IF, ), notons Ay le nombre d’instructions exécutées par les instances
de la tache 7, précédant U'instant ¢ : A, = C.[IF/Cy|. Uune tache dont la section critique contient
une seule instruction exécute son instruction critique si et seulement si la condition suivante est
vérifiée :

If—Ak:Otk—l/\If_,’_l = [k
En généralisant cette condition, on étend la notion de zone critique aux transitions :
Zp = A{(i1, . in) X (1, i) =1 < i — A < B Ao — 1 <dp — Ay, < Bi}

Nous pouvons maintenant formuler une nouvelle condition :

VteN, (I}, .. L) x (I}, .. I € Z,. N Zy,

U
kK e{l,...,n}
k# K

Cette condition est une contrainte markovienne et permet d’assurer ’exclusion mutuelle des

sections critiques.
I
T ,F
< ;2
T> t

F1G. 10.6 — Exemple d’ordonnancement du systéme de taches de ’exemple 10.4

etel|e
To
T | b2



142 CHAPITRE 10. MODELISATION PAR LES CHAINES DE MARKOV

Exemple 10.5 Reprenons l'ezemple 10.4. Les transitions critiques de la tdche m1 sont (0,1) et
(1,2), et celle de 12 est (0,1). La zone critique sur les transitions contient les transitions interdites

sutvantes :
((07 0)7 (17 1))7 ((17 0)7 (17 1))7 ((17 0)7 (27 1))

Or, entre l'instant t = 1 et t = 2, le systéme réalise la transition ((1,0),(2,1)). Cette transition
appartient & la zone critique, la condition permettant de prendre en compte l'accés aux ressources
partagées invalide donc cette séquence.

10.8 Conclusion

Le modéle que nous avons défini permet d’intégrer le comportement temporel des taches pério-
diques et de prendre en compte un grand nombre d’interactions entre les taches comme les relations
de précédence et ’exclusion mutuelle par exemple. De plus, nous avons aussi pris en compte les
spécificités de ’exécutif temps-réel utilisé, par exemple : préemption des taches, migration totale
ou partielle entre les processeurs. Notre chaine de Markov permet donc de prendre en compte la
plupart des contraintes généralement utilisées dans les systémes temps-réel.

Les chaines de Markov offrent une certaine richesse de modélisation. La prise en compte des
interactions entre les taches est réalisée & partir de contraintes markoviennes exprimées & partir des
transitions du modéle. Si nécessaire, elles peuvent dépendre du temps. La loi de probabilité utilisée
pour déterminer les probabilités de transition permet d’intégrer les contraintes dues a 'architecture
de l'exécutif ciblé. Ainsi, ses spécificités déterminent le comportement probabiliste du systéme de
taches. Cette approche permet de déterminer la probabilité pour que les contraintes dues aux
interactions entre les taches soient respectées sachant ’architecture matérielle utilisée.



Chapitre 11

Algorithme de calcul

11.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons modélisé I’exécution d’un systéme de taches a I’aide des
chaines de Markov. Les variables aléatoires I; = (I}, ..., I') permettent d’intégrer la plupart des
contraintes des systémes temps-réel. Toutefois, le nombre des valeurs possibles de ces variables est
infini. On ne peut donc pas les utiliser directement. Pour ramener leur étude & une analyse finie,
nous avons envisagé plusieurs solutions.

Tout d’abord, nous avons développé un modéle ot chaque tache est représentée par deux infor-
mations : la charge CPU déja exécutée par son instance courante, et la laxité de son instance cou-
rante. Ces informations varient respectivement dans les intervalles {0,...,Cy} et {0,..., Dy — Ci}
pour la tache 7. Ce modéle permet de représenter de maniére finie le comportement d’un systéme
de téaches. Généralement, on peut aussi utiliser une matrice de transition ne dépendant pas du
temps. Le modéle est alors une chaine de Markov homogéne par rapport au temps. De nombreux
résultats sont connus pour ce type de chaine de Markov, ce modéle permet de les réutiliser. Cepen-
dant, la complexité du nombre d’états de ce modele est trés élévée, de I'ordre de O(C™ x (D —C)™).
Une telle complexité rend ce modéle inutilisable en pratique.

Ensuite, nous nous sommes tournés vers des solutions basées sur les chaines de Markov dyna-
miques : la matrice de transition dépend alors du temps. Ce type de chaines de Markov est moins
étudié, cependant certains travaux en traitent, par exemple [48]. Pour ramener le modéle & un
nombre d’états fini, nous avons développé une méthode d’agrégation dynamique des états.

Dans la section 11.2, nous présentons tout d’abord les généralités sur notre méthode. Ensuite,
dans les sections 11.3 et 11.4, nous développons deux réductions pour les variables I; = (I},. .., I")
ayant des propriétés différentes. Finalement dans la section 11.5, nous évaluons expérimentalement
la complexité algorithmique de notre méthode.

11.2 Reéduction de ’espace d’états

La méthode que nous proposons pour réduire ’espace d’états est une agrégation dynamique : &
chaque instant, on “fusionne” les états similaires. Tout d’abord, nous présentons la technique que
nous avons utilisée, ensuite nous donnons deux réductions possibles du modeéle (¢, I},...,I") en
discutant leurs avantages et leurs différences.

11.2.1 Agrégation dynamique d’états

Dans toute cette section, nous adoptons les notations suivantes :
— (X4)ten : une chaine de Markov,

— FE : Pensemble des valeurs des variables aléatoires X,

— f : une bijection de {1,...,|E|} dans E,

143
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— @ : une contrainte markovienne de X.

Définition 11.1 Une réduction de X est un triplet (I1, g, h) tel que :
— I est une suite (I1;):en de sous-ensembles de F,
— g est une fonction de N dans N,
— h est une suite (h¢)ien de fonctions injectives hy de I UTl11 dans E.

Les ensembles IT; décrivent les états représentés & chaque instant ¢, la fonction g correspond 4
la réduction dans le temps, et les fonctions h; a la réduction des états. On associe & une réduction
(I1, g, h) un sous-ensemble de E correspondant aux états réduits, noté E(IL, g, h), et défini par :

E(Il,g,h) = thht(Ht UTL4q)

Une réduction (I1, g, h) permet d’étudier X en se restreignant aux états réduits appartenant a
E(11,g,h). A chaque instant t, elle indique les états & prendre en compte pour évaluer le passage
a l'instant ¢t + 1. La figure 11.1 illustre le principe de fonctionnement de cette technique.

Pour étre utilisable, une réduction doit vérifier certaines propriétés. La définition suivante donne
les trois caractéristiques nécessaires pour assurer que le comportement d’une chaine de Markov
réduite est identique & celui de la chaine de Markov initiale.

Définition 11.2 Une réduction (I1, g, h) est compatible avec X et Q si et seulement si elle satisfait
les trois propriétés suivantes :
— Compatibilité avec les états :

VieN,Vee Eie ¢ Il; = P(X; = e AVu < t,Q¢( Xy, Xut1) =0
— Compatibilité avec le modéle :
Vt € N,Ve € II;, Ve’ € 11, P(Xi41 = €| Xy = €) = P(X gy 41 = h(t,€')| X gy = h(t,e))
— Compatibilité avec les contraintes :
Vt € N,Ve € II;, Ve’ € Ii11, Qi(e, €') < Qg (h(t,e), h(t,€))

La compatibilité avec les états assure que tous les états significatifs (de probabilité non nulle) sont
bien pris en compte par la réduction. La compatibilité avec le modéle et celle avec les contraintes
assurent que les probabilités de transition (i.e. le comportement de la chaine de Markov) sont
identiques dans le modéle initial et dans le modéle réduit. Les notions de compatibilité dépendent
de la contrainte de validation @ : c’est en exploitant les propriétés de cette contrainte que I’on peut
mettre en place une réduction efficace.

FiG. 11.1 — Technique de réduction
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Dans toute la suite de cette section, nous désignons par (I, g, h) une réduction de X vérifiant
les trois conditions de compatibilité ci-dessus, et par f’ une bijection de {1,...,|E(Il, g, h)|} dans
E(H7 g7 h)’

Deux fonctions de passage sont utilisées dans le procédé indiqué sur la figure 11.1 : 'une permet
de passer de II; & E(II, g, h), et autre de E(II,g,h) & I;;;. Définissons formellement ces deux
fonctions.

Définition 11.3 La fonction de passage redi(D) = d d’une distribution D a sa forme réduite d
est définie de la fagon suivante :

ke {1,....|E(IL,g, )I}{ E:;;Ziggz;l:zol)f(h

Définition 11.4 La fonction de passage aug,(d) = D de la distribution réduite d a la distribution
D est définie de la fagcon suivante :

L(f1 (k)

f(k) € Iy = Dy = dpr—1(ny(s(k)))
Vk € {1,...,|E|},{ "0 1L = Dy = 0

Le théoréme 11.1 montre que les distributions de probabilité obtenues avec et sans réduction
coincident dés que la réduction est compatible. Il fournit une méthode pour évaluer la distribution
A l'instant ¢ en utilisant la réduction, et donc par une méthode de calcul dont la complexité est
inférieure.

Théoréme 11.1 Soient D; et Dy les distributions de probabilité, respectivement a Uinstantt € N
et a linstant t + 1. Lorsque la contrainte () est respectée, on a :

Dy g1 = aug(redy(Dy) x M)

ot M| = [mi;l; je(1,...|E(1,g,n)} €St la matrice de transition définie sur E(I1,g,h) :

.....

my; = P(Xgwy1 = F' (D Xgwy = /(1) x P(Qgey(f'(2), £(4)))

Démonstration :
La relation entre D, et D1 est donnée dans la preuve du théoréme 10.1. Pour tout k €
{1,...,|E|},on a:

-1
Dfy =Y mywynx D
v EeE

La réduction étant compatible avec les états supprimés, tous les états e € F \ II; vérifient

—1
P(X; = e A (Qu(Xu, Xut1))o<u<t) = 0, et donc th ©) = 0. On peut alors réduire la somme
précédente aux seuls éléments e € II;. On obtient :

f71 Ut
Df—i—l Z mf—l(vt)’k X Dt (ve)

vy €11
Pour k € {1,...,|E(IL, g, h)|} vérifiant f'(k) € h(t,II;), on a par définition :
redi(Dy)x = DY o k' = f 7 (b M (f (K)))
Remarquons la propriété suivante :

R (R € {1, | BAL g, h)[HF (k) € h(t,T1)})))
—; E )( (t11)))

En substituant £’ par f~!(v;) , on obtient pour v; € II; :

=1y, N —
Tedt(Dt)k = Di{ ( ), ou k = f/ 1(ht(vt))
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On peut donc exprimer Dy, en fonction de red,(D;), on a pour k € {1,...,|E|} :
Dfq = Z M1 (p,),k X T€dt(Di) -1 (0,
v €Il

Par compatibilité de la réduction avec le modéle et avec les contraintes, on obtient pour tout
teNeti,je{l,...,|E|} vérifiant f(i) € I; et f(j) € ;44 :
Mg = Mg(t),f =1 (he(f(@O))of 1 (he(F())) = mlg(t),f’*l(ht(f(i)))yf’*l(ht(f(j)))
On en déduit, pour k € {1,...,|E|} vérifiant f(k) € II;4q :
Dt = D My, p (e, s ) X T (De) 1)
v €11y
Et donc, pour k € {1,...,|E|} vérifiant f(k) € II;4q :

Dfyy = (redy(Dy) x M) 1 (n,(£(k))
On aboutit donc & :
Dy y1 = augi(redy(Dy) x M)
CQFD.

Pour exploiter pleinement une réduction, on doit passer directement de la distribution réduite
a l'instant ¢ & celle réduite & instant ¢ + 1. Détaillons le processus de passage de l'instant ¢ &
Iinstant ¢ + 1 :

1. dy — distribution & l’instant ¢ représentée selon
la réduction a l'instant ¢

2. dy. M, — distribution & linstant ¢ + 1 représentée se-
lon la réduction & I'instant ¢

3. augy(ds. My) — distribution & l'instant ¢ + 1

4. redii1(augy(de.M;)) — distribution & 'instant ¢ + 1 représentée se-
lon la réduction & l'instant ¢ + 1

Pour utiliser pleinement une réduction, il est nécessaire d’établir un moyen pour passer direc-
tement de ’étape 2 & ’étape 4.

Définition 11.5 La fonction de passage tsf; du modéle réduit 4 linstant t au modéle réduit a
UVinstant t + 1 est définie par :

tsfi(d) = redii1(aug:(d))

Le théoréme 11.2 permet de passer de I’étape 2 & ’étape 4 par un procédé dont la complexité
dépend de |E(II, g, h)| et non de |E|. On obtient une meéthode d’évaluation des distributions de
X lorsque @ est vérifiée dont la complexité ne dépend que de |E(I1, g, h)| : la réduction est donc
pleinement exploitée.

Théoréme 11.2 Soit d la distribution réduite a linstant t + 1 représentée selon la réduction d
Vinstant t, alors pour tout k € {1,...,|E(IL,g,h)|}, on a :

(k) € hesr(Mega) = (Esfe(d))k = d s (n, (=2, (1))

Lorsque le modéle réduit & instant ¢ + 1 n’est pas le méme que celui & l'instant ¢, le passage de
I’étape 2 & I’étape 4 n’est pas trivial. La définition et le théoréme suivants permettent d’optimiser
le calcul de tsf; dans certains cas.

Définition 11.6 Une réduction (I1, g, h) effectue un saut a l’instant t s’il existe e € ;41 tel que
hi(e) # heya(e).
Théoréme 11.3 Soit d la distribution réduite a linstant t + 1 représentée selon la réduction a

Vinstant t, si (I1, g, h) n’effectue pas de saut a Uinstant t+1, alors pour tout k € {1,...,|E(Il, g, h)|},
on a:

f'(k) € hepr(Megr) = (tsfe(d))r = d
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11.2.2 Algorithme générique de calcul

Considérons les éléments suivants :

— Dy : la distribution & l'instant ¢,

— M : la matrice de transition,

— d,m : les éléments réduits correspondants.

On détermine la distribution & 'instant ¢+ 1 & partir de celle & I’instant ¢ par le calcul suivant :

Dii1 =Dy x M
En utilisant une réduction (II, g, k), on effectue :
diy1 = rediyr(auge(dy x m)) = tsf(dy x m)
Lorsque la réduction (11, g, k) n’effectue pas de saut & instant ¢ + 1, on a directement :
diy1 =dg X m

L’algorithme générique pour calculer la distribution de probabilité de la chaine de Markov X &
Iinstant ¢ lorsque la contrainte @ est satisfaite est présentée sur la figure 11.2. La condition d’arrét
dépend du calcul effectué. Dans la suite, nous proposons plusieurs solutions.

11.3 Reéduction aux premiéres instances

11.3.1 Principe de réduction utilisé

Notre technique de réduction exploite les interdictions imposées par les contraintes de validation.
La réduction que nous proposons ici repose sur les contraintes temporelles des taches. La figure 11.3
montre que tous les états possibles de la chaine de Markov I} ne sont pas valides. A chaque instant,
on peut donc se contenter d’examiner un nombre restreint d’états. Cependant, la réduction que
nous utilisons va plus loin : elle stipule aussi que le comportement de chaque instance est similaire
a celui de la premiére instance. Cet argument est justifié par le fait que les différentes instances
d’une méme tache exécutent les mémes instructions : elles exécutent le méme programme, seul le

creer_distribution(dl)
creer_distribution(d2)

dlfall] :==0
d2[all] :==0
di[f(0,...,0)]:=1
t:=0
while(run)
d2:=dl xm
permut(dl, d2)
d2[all] :==0

si saut(t) alors :
d2 = tsf(dl)
permut(dl, d2)
d2[all] :=0
ti=t+1
run := condition_arret()
detruire_distribution(dl)
detruire_distribution(d2)

F1G. 11.2 — Algorithme générique d’évaluation
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contexte d’exécution change. Formellement, cette derniére propriété se retrouve dans les conditions
de compatibilité avec cette réduction. Celle-ci raméne donc les états de toutes les instances d’une
tache a ceux de la premiére (voir figure 11.4). Pour la définir, nous devons construire un triplet
(I1, g, h) correspondant & cette transformation. On obtient alors le triplet donné dans la définition
suivante.

Définition 11.7 La réduction aux premiéres instances est le triplet (IL, g, h) défini ainsi :
— II; est lensemble 11} x - - x 11} o

e — { {Lt—71)/Tk).-Cry .. [(t = 75)/Tk|.Cr + Ci}, sit =1y,
t 7 {0}, sinon

B | re+ (@t —rg) mod Ty, sit > 1y
gr(t) = { t, sinon
I — Ck.|_(t — rk)/TkJ, stt >

= Rylin, .. in) = (i, ..., dL), o i _{ L imen

L’ensemble des états réduits correspondant & cette réduction est :
E(,g,h) ={0..C1} x --- x {0..C,, }

Ainsi défini, le triplet (I, g, h) effectue donc une réduction de ’ensemble {0, ..., A}" dans I’ensemble
{0,...,C1} x --- x{0,...,Cy}, out X est la durée d’exécution considérée. L’ensemble E(1I, g, h)

contient exactement H(Ck + 1) états. La complexité spatiale de cette réduction est donc en

k=1
o(cm).

11.3.2 Conditions de compatibilité

Pour que la réduction aux premiéres instances soit utilisable, elle doit vérifier les trois conditions
de compatibilité définies dans la section 11.2.1. Les états supprimés par cette réduction ne vérifient
pas les contraintes temporelles des taches. Cette réduction est donc compatible avec les états

A
I
[ états possibles
2C ’ ;
: / M états valides
C.‘
3 = >
[ n+D, n+T, I3

Fi1G. 11.3 — Etats valides et états possibles pour une tache 7

! q

’

c, .

1 p = s
A n+D, n+T, ro+2T, t

[ états valides B états réduits

Fi1G. 11.4 — Réduction aux premiéres instances
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supprimés. La condition de compatibilité avec le modéle dépend de la loi de probabilité choisie :
cette condition est généralement vérifiée, en particulier avec la loi équiprobable.

La réduction aux premiéres instances caractérise le comportement périodique des taches, elle
permet alors de déterminer les contraintes compatibles avec ce comportement. Les contraintes sont
exprimées 4 partir des données ¢, I; et I;; 1. Cependant, une connaissance réduite de ces paramétres
est souvent suffisante, par exemple : g1(t), .. ., gn(f) peut souvent remplacer ¢. Dans la suite de cette
section, nous étudions les contraintes compatibles avec la réduction aux premiéres instances.

Considérons une contrainte markovienne @) et une fonction ¢ dépendant de ¢, I; et I;; 1. On dit
que @ ne dépend que de 'image des paramétres ¢, I; et 1,1 fournie par ¢ si et seulement si on a :

Vt € N, Qi(It, Ity1) < Qo(t, It, Ii41))

Si l'image fournie par ¢ correspond aux paramétres réduits g1 (¢),...,g.(t) et h(t, I;), alors
toute contrainte () qui ne dépend que de I'image fournie par ¢ est compatible avec la réduction
aux premiéres instances, puisque l'on a :

Vt € N, Qe(It, It11) & Qo(t, Ity It1)) & Qg1(t), - -+, gn (1), P (1t), he(Lt41))

Supposons que I’image fournie par ¢ contienne aussi la quantité I —I;. Nous avons Iy 11 —I; =
ht(It41) — ht(I;). Donc, linformation I;;1 — I; est exprimable & partir de h:(1I;) et de hi(I1y1).
Ainsi, toute contrainte qui dépend seulement de cette information est compatible avec la réduction
aux premiéres instances. En raisonnant de maniére similaire, on montre que les contraintes qui ne
dépendent que des paramétres suivants sont compatibles avec la réduction aux premiéres instances :

- L1 — Iy,

— (I} mod Cy, ..., I} mod Cy,) et (I}, mod Cy, ..., I mod C),

— (= A I = Ay et (T — A T — A,

Toutes les contraintes que nous avons exprimées sous la forme de contrainte markovienne dans
le chapitre 10 sont donc compatibles avec la réduction aux premiéres instances. Remarquons que
cette réduction est aussi utilisable avec le modeéle V!, ..., Y;" que nous avons défini pour le contexte
préemptif avec migration partielle.

11.3.3 Etude des sauts

Considérons un instant ¢ € N et un état e = (i1,...,4,), et étudions les situations ou la
réduction aux premiéres instances effectue un saut. Pour une tache 75 et pour ¢ < ry, on a par
définition :

hi(e)r = hiyi(e)x

Pour ¢t > rg, on obtient :
hevi(e)k — hi(e)r = Cr.([(t +1 = 7k)/Ti| — [(t —71)/Tk])

Or [(t—rg +1)/Tx] # |(t — r)/Tk] si et seulement si (¢t + 1 — r;) mod T, = 0. Donc, la
réduction aux premiéres instances effectue un saut & l'instant ¢ si et seulement si au moins une
tache se réactive & cet instant-la.

Pour utiliser la réduction aux premiéres instances, nous devons définir une bijection de
{1,...,|E(I1,g,h)|} dans E(II, g, h). Celle que nous utilisons permet de facilement faire corres-
pondre les états réduits & Uinstant ¢ — 1 avec ceux & l'instant ¢ lorsque la réduction effectue un
saut.

Considérons la bijection f’ de {1..|E(I1, g, h)|} dans E(II, g, h) définie par :

- A =TI (Ci+ 1)

- fl_l(il, Jn) = 2221(% X Ak)

Considérons un instant ¢ € N auquel la réduction aux premiéres instances effectue un saut.
D’aprés ce qui précéde, il existe au moins une tache qui se réactive & cet instant. Notons R le
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sous-ensemble de 7 contenant les taches qui se réactivent & l'instant ¢. Pour tout état e € F, on

obtient :
F M heea(e)) = £ (ha(e)) = ) (Cr x Ax)

TLER

Cette propriété montre que la transformation & appliquer & la distribution réduite lors d’un saut
revient & un simple décalage d’indices. On obtient alors le résultat suivant.

Théoréme 11.4 Soient t € N un instant auquel la réduction aux premiéres instances effectue un
saut et d la distribution réduite & linstant t représentée selon la réduction a linstant t — 1. Pour
tout k€ {1,...,|E(Il,g,h)|}, on a :

(k) € ho(Ly) = (tsfer(d)k = dir, 0 k' =k + Y (Ch x Ay)
TLER

OﬂR:{Tk€T|t2’l”k/\(t—’l”k)m0di:O}.

Le décalage d’indice effectué dépend seulement de l'instant o se produit le saut. Ainsi, le terme
> rer(Cr x Ag) est calculé une seule fois lors du traitement d’un saut.

11.3.4 Algorithme de passage de ’instant ¢ & ’instant ¢ + 1

L’algorithme 11.2 présente la structure générale permettant d’utiliser une réduction. Dans cette
section, nous énongons 'algorithme réalisant ’opération “d2 := d1 x m'” (voir figure 11.5).

Le terme m’f,,l(l% FI=1(i+D) correspond & la loi de probabilité choisie. Par exemple avec la loi
équiprobable, sa valeur est 1/2". En général, il est nécessaire d’utiliser deux distributions, ’'une
pour linstant ¢ que ’on accéde en lecture, et 'autre pour 'instant ¢t + 1 que ’on accéde en écriture.
Cependant, la marche réalisée ici est croissante, ainsi en commencant par les plus grands éléments,
on peut n’utiliser qu’une seule distribution. La figure 11.6 présente ’algorithme utilisé pour le
calcul de “d := d x m”” (noté PAS;(d) dans la suite).

11.3.5 Algorithme de gestion des sauts

Dans la section 11.3.3, nous avons montré que la réduction aux premiéres instances effectue un
saut & Pinstant ¢ si et seulement si au moins une tache se réactive a 'instant ¢. Par définition, une

parcours des états réduits i = (i1,...,4,) vérifiant 0 < i < Cj
si d1[f'71(i)] >0
alors
parcours des directions D = (di,...,dy,) vérifiant 0 <dy <1A0<ip+d; <Cjk
si Qyu(i,i+ D)
alors d2[f'~'(i+ D)+ = M1y pr1iypy X QLS L(@)]

Fi1G. 11.5 — Traitement des transitions sortant d’un état réduit

parcours décroissant des états réduits i = (i1,...,i,) vérifiant 0 <i; < Cj
si d[f'~'(i)] > 0 alors
tmp := d[f'~(i)]
d[f'=1(i)] := 0
parcours des directions D = (di,...,d,) vérifiant 0 <dy <1A0<ip+d; <Ck
si Qq(t) (i,i + D)
alors d[f'~'(i+ D)+ = m,/f’*l(i),f’*l(i-l—D) X tmp

F1G. 11.6 — Traitement des transitions sortant d’un état réduit en utilisant une seule distribution
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tache 75, se réactive a l'instant ¢ si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
(t>Tk)/\((t—Rk) mod Tk :0)

L’algorithme permettant de déterminer si un instant ¢ est un instant de réactivation est présenté
dans la figure 11.7. Dans la suite, on la note REA(t).

Comme pour 'algorithme de passage de l'instant ¢ & 'instant ¢ + 1, on peut réaliser un saut en
utilisant seulement une distribution. Pour un instant de réactivation ¢, ’algorithme de calcul de
“d .= tsfi(d)” est présenté sur la figure 11.8. Dans la suite, on le note PRJ;(d).

11.3.6 Algorithme réalisant la marche aléatoire correspondant a I’exé-
cution d’un systéme temps-réel

En utilisant la structure générique que nous avons donnée dans la section 11.2.2 avec les al-
gorithmes présentés dans les sections précédentes, on obtient 1’algorithme de validation présenté
dans la figure 11.9.

Cet algorithme utilise une seule distribution portant sur 1’ensemble E(II, g, h), sa complexité
spatiale est donc :

ﬁ(Ck +1)
k=1

Etudions maintenant la complexité temporelle de cet algorithme :

Algorithme | Complexité au pire
PAS(d) D x[[i_(Cr+1)
REA(t) n
PRJ:(d) [T (Cr +1)

ot D est le nombre de directions

saut := false

k=1

tant que k < n A -saut
si (t>rk)A((t—rk) mod Ty, = 0)
alors saut := true
k=k+1

return saut

F1G. 11.7 — Algorithme déterminant si la réduction 3 la laxité effectue un saut & 'instant ¢

A:=0

pour k de 1 a n :
si (t>rg) et ((t—rk) mod Ty = 0)
alors A := A+ Ci x Ay

parcours de tous les états réduits ¢ = (iy,...,4,) vérifiant
0 <1y <Cy
(t > r1) A ((t = 7&) mod Tj, = 0) = iy = Cy

AL () = A] = dlf )]
Al (i) =0

F1G. 11.8 — Algorithme réalisant le saut effectué & l'instant ¢
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La complexité au pire de notre algorithme est équivalente & :
O(L x D x C™), ou L est la longueur de la marche aléatoire.

Le nombre maximal de directions dépend du nombre de processeurs disponibles. On a :
P
D<y cF<2n
k=0

Généralement, le terme D est de complexité polynomiale, par exemple : en monoprocesseur, on a
D =n+1, et en biprocesseur D = ”72 +35+1

La longueur de 'intervalle d’étude d’un systéme temps-réel est généralement du méme ordre de
grandeur que P. La complexité au pire de notre algorithme est donc du méme ordre de grandeur
que :

En monoprocesseur | En biprocesseur | --- | En général
n.P.C" | n?.P.C" | | 2n. pP.C™

11.4 Réduction a la laxité

11.4.1 Principe de réduction utilisé

La réduction & la laxité est un raffinement de la réduction aux premiéres instances. Nous tenons
compte ici de ’ensemble des états possibles pour chaque instant ¢. Dans le cadre de la réduction
aux premiéres instances, ’espace des états réduits est indépendant du temps et correspond & la
premiére instance de chaque tache, soit & ’ensemble {0,...,C1} x ---x{0,...,C,}. Dans le cadre
de la réduction 3 la laxité, ’espace des états réduits dépend du temps et correspond exactement
aux états permis par les contraintes temporelles des tiches (voir figure 11.3). La transformation
temporelle g de la réduction & la laxité est la méme que celle de la réduction aux premiéres instances.
Seuls les paliers et la transformation spatiale différent entre ces deux réductions.

Cette réduction repose sur les deux notions suivantes, & chaque instant et pour chaque tache
(voir figure 11.10) :

— il existe un état minimal pour chaque instant,

— les états possibles appartiennent & I’ensemble :

{ état minimal, ..., état minimal+laxité }
Tout d’abord, décrivons formellement ’état minimal de chaque tiche & un instant donné.

Définition 11.8 Pour chaque tdche i, et chaque instant t, on définit I’état minimal, noté bas;(k),
par :
- 810 < gi(t) <rg+ Di — Cy, alors basi(k) =0

creer_distribution(d)
dlall] :=0
dlf'=10,...,0)] :=1
t:=0
while(run)
PAS(d)
si REA(t+1) alors PRJ;11(d)
ti=t+1
run := condition_arret()
detruire_distribution(d)

FiG. 11.9 — Algorithme de validation



11.4. REDUCTION A LA LAXITE 153

—sity +Dp —Ci < gk(t) < ri+ Dy, alors bast(k) =C — (’I”k + Dy — gk(t))
- si i+ Dy < gr(t) < ri + Tk, alors bas,(k) = Cy

On a aussi :
basi (k) = min{Cx, max{0,Cy, — (rp + Dr — gi(t))}}

La notion d’état maximal d’une tache & un instant donné est donnée par la définition suivante.

Définition 11.9 Pour chaque tdche T, et chaque instant t, on définit l’état mazimal, noté top;(k),
par :

- 510 < gi(t) < i, alors top:(k) =0

- sirr < gi(t) < 1+ Ck, alors topi (k) = gi(t) — i

—sirp +Cp < gk(t) < ri+ Tk, alors tOpt(k) =}

Remarquons que 'on a aussi :
tops (k) = min{Cx, max{0, gr(t) — re}}

Nous définissons la laxité d’une tache & un instant donné par la différence entre I’état maximal
et I’état minimal :
lazx(k) = topi (k) — bas(k)

La réduction que I'on utilise ici ne considére que les états compris entre bas;(k) et top.(k), au
lieu de représenter tous les états dans 'intervalle {0..C} comme le fait la réduction aux premiéres
instances. Munis des notions précédentes, nous pouvons maintenant définir la réduction 4 la laxité.

Définition 11.10 La réduction a la laxité est le triplet (11, g, h) défini ainsi :
~ Iy =10} x -+ x II?, ou chaque 11} est égal a {basy(t), ..., tops(t)}
B - ’I”k—l—(t—Tk)mOdi, stt>rg
gr(t) = { t, sinon
= hi(iv, .. in) = (ix = basi(t), ..., in — bas,(t))

La réduction a la laxité colle exactement aux états permis par la validité temporelle (voir la
figure 11.11). Dans certains cas particuliers (voir la figure 11.12), cette réduction permet méme de
représenter une tache 75, par moins de Cj, + 1 états.

7
top, (1)
}z(:.r&(:)
2 F
‘. L
: bas,(t
lax, (1 {_)4.( )
i H L - >
r; n+D, on+T, t

F1G. 11.10 — Fonctions bas,(k), top:(k) et lax,(k) d’une tache

..fm

t

C,

NN

Y 1 >
n+D n T, t
n+C, n+D -C,

i

Fi1G. 11.11 — Réduction & la laxité
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11.4.2 Conditions de compatibilité

Comme pour la réduction aux premiéres instances, nous devons montrer que la réduction a la
laxité vérifie les trois conditions de compatibilité définies dans la section 11.2.1. Tout d’abord, les
états supprimés par cette réduction sont ceux qui ne vérifient pas les contraintes temporelles des
taches. Cette réduction est donc compatible avec les états supprimés. La condition de compatibilité
avec le modéle dépend de la loi de probabilité choisie. Toutefois, cette condition est généralement
vérifiée, en particulier avec la loi équiprobable.

On montre de la méme maniére que pour la réduction aux premiéres instances que les contraintes
dépendant seulement des paramétres suivants sont compatibles avec la réduction & la laxité :

= Iy — Iy,

- (I} mod Cy, ..., I}* mod Cy,) et (I}, mod Cy,..., I}, mod Cp),

- (Itl —Al,...71tn —An) et (ItlJrl —Al,...,Igﬂrl —An),

ou Ak = Ck\_If/CkJ
Toutes les contraintes que nous avons exprimées sous la forme de contrainte markovienne dans le
chapitre 10 sont donc compatibles avec la réduction 4 la laxité. Comme la réduction aux premiéres
instances, celle 4 la laxité est utilisable avec le modéle Y,!,...,Y;® correspondant au contexte
préemptif avec migration partielle.

11.4.3 Etude des sauts

Les sauts effectués par la réduction  la laxité dépendent de la fonction basy(t). Lorsque celle-ci
change de valeur entre deux instants ¢ et ¢ + 1, alors la réduction & la laxité effectue un saut a
Iinstant ¢ 4+ 1. Ainsi, cette réduction effectue un saut a l'instant ¢ si et seulement si :

er{l,...,n},rk—l—Dk—Ck<gt(k)§7“k+Dk

Les sauts de cette réduction sont donc différents de ceux de la réduction en premiére instance, en
particulier la réduction & la laxité ne fait pas de saut aux instants r; + T%.N.

Pour exploiter cette réduction, nous n’utilisons pas ’ensemble E(II, g, h). Celui-ci peut toutefois
contenir moins de [[;_, (C + 1) éléments (voir figure 11.12). Ainsi, cette réduction offre déja un
gain par rapport a celle aux premiéres instances. Toutefois, pour minimiser la complexité spatiale
correspondant & cette réduction, nous utilisons ’ensemble II; propre & chaque instant ¢ plutdt que
Pensemble E(I1, g, h) (propre & tous les instants).

Considérons la bijection de {1,...,|II;|} dans II, définie ainsi :

- Ap = ;:11 (top: (k) — basi(k) + 1)

= T i1y i) = 2 (i — base(k)) x Ay)

Cette bijection permet d’utiliser & chaque instant une distribution dont la taille est parfaitement
adaptée aux états réduits. La complexité spatiale engendrée est donc minimisée. Cependant, lorsque
le cardinal de II; varie entre deux instants, les distributions correspondant aux états réduits a ces
deux instants n’ont pas le méme format (selon f’). Ainsi, contrairement a la réduction aux premiéres
instances, on ne peut pas toujours utiliser une seule distribution pour implémenter ’algorithme de
calcul. Plus précisément, le cardinal de II; dépend des fonctions lax(t), il varie donc seulement
aux instants ¢ pour lesquels il existe une tache 74 vérifiant 'une des deux conditions suivantes :

g A
C"l A (‘i
1 Y ! &> /\ A >
A n+D n+T, t r‘. n+D, n+T, t
2C, =D, 2C,> D,

Fi1G. 11.12 — Cas particulier de la réduction a la laxité
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-1 < gt(k) <7+ Cy

—r,+ D —Cy, <gt(k:)§rk—|—Dk
On en déduit qu’aux autres instants, on peut calculer la distribution & l'instant ¢ 4+ 1 & partir de
celle & l'instant t en utilisant une seule distribution.

Toutefois, aux instants ot ’'une des fonctions basg(t) varie, la réduction & la laxité effectue un
saut, ces instants ¢ sont ceux vérifiant :

er{l,...,n},rk—l—Dk—Ck<gk(t)§7°k+Dk

D’aprés ce qui précéde, ces instants correspondent aussi & des variations des fonctions laxy(t). Or,
on est obligé d’utiliser deux distributions pour réaliser le calcul du passage de la distribution de
Iinstant ¢ & celle de l'instant ¢ 4+ 1. La deuxiéme distribution étant par construction au format
correspondant & l'instant ¢ + 1, il n’est pas nécessaire de réaliser de saut & ces instants-13 : ils sont
implicitement pris en compte.

11.4.4 Algorithme réalisant la marche aléatoire correspondant i ’exé-
cution d’un systéme temps-réel

L’implémentation que nous réalisons ne nécessite pas de gestion des sauts. Nous devons seule-
ment tenir compte des instants ou les paliers II; évoluent. A ces instants-1a, nous devons utiliser
deux distributions différentes.

L’algorithme de calcul de “d2 := d1 x m/” est présenté sur la figure 11.13. Dans la suite, on
le note PAS;(dl,d2). Pour les instants t vérifiant II; = II;;1, on peut utiliser une version de
Palgorithme PAS,(d1,d2) utilisant seulement une distribution. Cet algorithme est présenté sur la
figure 11.14. Dans la suite, on le note PAS;(d). On obtient alors I’algorithme de validation présenté
par la figure 11.15.

La complexité spatiale au pire de cet algorithme est en O(C™). Toutefois en moyenne, lors de

parcours des états i = (i1,...,4,) vérifiant bas;(k) < iy < topi(k) :
si d1[f'71(i1, ..., in)]

alors parcours des directions D = (dy,...,d,) vérifiant
0<d, <1
basii1(k) < ig + di < toper1(k)

alors d2[f'(i+ D)]+ = m‘/fl—l(l')_’f/fl(l‘+D) x d1[f'=(i)]

F1G. 11.13 — Traitement des transitions sortant d’un état réduit

parcours décroissant des états i = (i1,...,i,) vérifiant basi(k) < iy < topi(k) :
si d[f'7'(i)] > 0 alors
tmp := d[f'~(i)]
d[f"~H(i)] =0

parcours des directions D = (di,...,d,) vérifiant

0<d, <1
basii1(k) < ip + di, < toper1(k)

si Qq(t) (i, 7+ D)

alors d[f'~'(i + D)+ = m,/f’*l(i),f’*l(i-l—D) X tmp

F1G. 11.14 — Traitement des transitions sortant d’un état réduit en utilisant une seule distribution
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chaque période, le nombre moyen d’états réduits pour chaque tache 75 est :

(Dk—0k+1)><(0k+1)+Tk—Dk—1
Ty

Ainsi, la complexité spatiale moyenne de cet algorithme est équivalente a 0((D — C)*(C/T)").
Remarquons que le terme C/T est ordre de grandeur de la charge des taches, il est généralement
strictement inférieur & 1. Ainsi, le facteur qui engendre véritablement de la complexité est la laxité
des taches (D — C).

De la méme maniére que pour la réduction aux premiéres instances, on montre que la com-
plexité temporelle moyenne de cet algorithme pour ’étude des systémes temps-réel est équivalente
a0(2".P.(D—-C)".(C/T)™). La métapériode P étant toujours inférieure au produit des périodes
des téches, la complexité moyenne est donc inférieure 4 :

0@2".Cc™.(D — )"

Rappelons que pour les systémes monoprocesseurs, le terme 2™ peut étre changé par n, et pour les

systémes biprocesseurs par n2.

11.5 Expérimentations

Avant de mettre en ceuvre les capacités probabilistes de notre modéle, nous avons évalué ses
performances algorithmiques. Pour cela, nous I’avons tout d’abord comparé au modéle géométrique
deéfini dans [62, 64]. Ensuite, nous avons étudié le rapport entre le temps de calcul utilisé par notre
méthode et la formule donnant la complexité temporelle moyenne que nous avons établie dans la
section 11.4.4. Finalement, nous avons déterminé le gain apporté par la réduction & la laxité par
rapport & la réduction aux premiéres instances.

Pour comparer notre méthode avec le modéle géométrique, nous avons généré un ensemble de
100 systémes de taches indépendantes destinés & une cible monoprocesseur. Les paramétres des
taches sont choisis aléatoirement selon la méthode suivante :

1. le paramétre Cj; est choisi uniformément dans l'intervalle {1,...,50},
2. le parameétre T}, est choisi uniformément dans intervalle {CY, ..., 50},
3. le paramétre Dy est choisi uniformément dans l'intervalle {Ck, ..., Tk},

creer_distribution(0,dl)

dlfall] :==0
di[f(0,...,0)]:=1
t:=0
while(run)
si dke{l,...,n}, rp <gi(k) <rp+Cx ou rp+ Dy — Cr < g:(k) <7+ Dy
alors
creer_distribution(t + 1,d2)
d2[all] :==0

PAS,(d1,d2)
detruire_distribution(dl)

dl :=d2
sinon PAS:(d1)
ti=t+1

run := condition_arret()
detruire_distribution(dl)

F1G. 11.15 — Algorithme de validation
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4. le paramétre r vaut toujours 0.

Le nombre moyen de taches composant un des systémes générés est approximativement 3, la
métapériode est toujours inférieure & 1000. La figure 11.16 indique les temps de calcul en seconde
utilisés par notre méthode (VLD) et le modéle géométrique (GEO). Le temps de calcul utilisé par
la méthode géométrique varie autour de 1s, alors que celui utilisé par notre méthode varie autour
de 0,01s. En terme de complexité temporelle, notre méthode apporte donc un gain de facteur 100.

Pour chacune des expérimentations suivantes, nous avons généré aléatoirement 100 systémes
de taches de la méme maniére que précédemment. Toutefois, le paramétre Cj est choisi entre 1
et 20, et le paramétre T} est choisi entre Cj, et 100. De plus, les systémes de taches ne sont plus
& départs simultanés, le paramétre r; est choisi entre 0 et 7). Les systémes générés contiennent
5 taches en moyenne. Pour déterminer la durée d’étude nécessaire, nous avons utilisé les résultats
obtenus dans le chapitre 6.

Dans la section 11.4.4, nous avons établi une formule correspondant la complexité temporelle
moyenne utilisée par notre algorithme. Pour évaluer la précision de cet indicateur, nous avons
déterminé le rapport entre le temps de calcul en seconde utilisé par notre méthode et la valeur
fournie par cette formule (voir figure 11.17). Ce rapport évolue entre 10~7 et 10~5. Il est intéressant
de remarquer que ce rapport est relativement stable, notre formule fournit donc un indicateur
significatif du temps de calcul.

Finalement, nous avons étudié la complexité spatiale utilisée par notre méthode. La figure 11.18
indique le rapport entre le maximum d’états alloués lorsque l'on utilise la réduction & la laxité et
le maximum théorique possible ([];_,(Cx + 1)). Ce nombre correspond a la complexité spatiale
de la réduction aux premiéres instances, il permet donc de comparer les deux réductions que nous
avons proposées : le gain apporté par celle & la laxité oscille généralement entre 10 et 20. D’autre
part, la complexité spatiale du modéle géométrique est P. [[_,(Cx+1), ce modeéle consomme donc
beaucoup plus de mémoire que notre méthode.

Pour évaluer la qualité de la réduction & la laxité par rapport & ’optimal, nous avons évalué

le nombre maximum d’états atteints & un instant donné. Nous I’avons ensuite comparé avec le
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Fic. 11.16 — Comparaison entre le modéle basé sur les chaines de Markov et celui basé sur la
géométrie discréte
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nombre maximum d’états réduits selon la réduction 3 la laxité. La figure 11.19 indique le rapport
entre ces deux valeurs pour un échantillon de 100 systémes de taches. On constate que ces deux
quantités restent proches I'une de 'autre (autour de 0,8). Ainsi, la réduction 4 la laxité fournit une
représentation efficace des états possibles.

11.6 Conclusion

Nous avons défini deux réductions permettant de ramener notre modéle & un nombre d’états
finis. Gréce a elles, on a alors pu définir un algorithme permettant de calculer la probabilité que
les contraintes intégrées par conjonction soient vérifiées sachant que celles intégrées par condition
le sont. Cette méthode permet alors de calculer des caractéristiques probabilistes sur 1’ordon-
nancement d’un systéme de taches. Dans le chapitre suivant, nous l'utilisons pour calculer les
distributions de probabilité du temps de réponse de chaque instance.

Nous avons aussi évalué la complexité théorique de notre algorithme. Le résultat que nous
avons obtenu s’est révélé proche du temps de calcul réel. Il constitue donc un bon indicateur pour
déterminer si un systéme de taches est analysable par notre approche du point de vue complexité. Ce
type d’indicateur est intéressant puisqu’il permet de prévoir le temps de calcul de notre algorithme.
Les comparaisons que nous avons menées avec le modéle géométrique [62, 64] montrent que la
complexité tant spatiale que temporelle de notre algorithme est plus intéressante.

Les travaux menés dans les chapitres 10 et 11 ont fait ’objet de deux publications, I'une dans
la revue Technique et Science Informatiques, et 'autre dans les actes des Rencontres des Jeunes
Chercheurs en Informatique Temps Réel 2005.
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Fi1G. 11.18 — Gain apporté par la réduction & la laxité par rapport & la réduction aux premiéres
instances
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Chapitre 12

Etude des temps de réponse

12.1 Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons développé une méthode de calcul de la probabilité qu’un
systéme de taches vérifie une propriété exprimée sous la forme d’une contrainte markovienne. Nous
utilisons maintenant cette méthode pour évaluer la probabilité qu’une instance ait un temps de
réponse donné. Plus précisément, on calcule la distribution de probabilité du temps de réponse
de chaque instance. A partir de cette information, on peut déduire d’autres indicateurs de qualité
comme la gigue par exemple.

La loi de probabilité utilisée pour représenter le comportement des taches permet de sélectionner
certains ordonnancements selon plusieurs critéres. Par exemple, en fonction des caractéristiques
de Pexécutif temps-réel ciblé, on définit une loi de probabilité adaptée, grace a elle on obtient
des informations probabilistes sur le comportement du systéme de taches qui sont propres & son
fonctionnement sur cet exécutif. Cette approche ne repose sur aucune politique d’ordonnancement
particuliére, elle permet donc d’obtenir un diagnostic sur le comportement des taches en fonction de
Iexécutif utilisé. De cette maniére, on peut faire ressortir des propriétés propres & la spécification
du systéme de tiches. En particulier, on peut évaluer si un systéme de taches est facilement, ou au
contraire, difficilement ordonnancable.

Dans la section 12.2, nous adaptons la méthode que nous avons développée dans le chapitre
précédent pour calculer les distributions de probabilité du temps de réponse des instances. Dans
les sections 12.3 et 12.4, nous déterminons une loi de probabilité représentant le comportement
temporel des tiches. Dans les sections suivantes (12.5 & 12.7), nous lui intégrons les propriétés
caractérisant les exécutifs temps-réel : préemptivité, conservativité, etc. Parallélement, nous com-
parons les différentes lois que nous proposons & ’aide d’un exemple.

12.2 Intégration du calcul des temps de réponse

Pour cette section, on adopte les notations suivantes :

— E : l’ensemble des valeurs de I; = (I},..., I"),

— f : une bijection de E dans {1,...,|F|},

— Dy : la distribution de probabilité de la variable I;.

Pour déterminer les distributions de probabilité du temps de réponse des instances des taches,
nous utilisons le modeéle présenté dans les deux chapitres précédents. A partir de lui, nous définissons
la variable aléatoire du temps de réponse d’une instance.

Définition 12.1 On appelle TRy; la variable aléatoire du temps de réponse de la i° instance de
la k2 tdche :
TRy, =t IF | =iCy —1AIF | =i.Cy

159
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Lorsque toutes les échéances des taches sont respectées, on a :
]P’(TRk)i =t)>0< Tki+ Cr <t <ry;+ Dy

Les valeurs possibles du temps de réponse de chaque instance 7 ; appartiennent donc & un intervalle
de longueur Dj — C%. Puisque nous considérons uniquement des valeurs entiéres, il y a donc
Dy, — Cy + 1 valeurs possibles.

La variable TRy, ; dépend de la probabilité des transitions de la chaine de Markov IF. Plus
précisément, on a :

P(TRy; =t) = 3 DI P(I, =/ |I,_y =)
2(0 i.Ck—l,. )EN”
/:(U07...,7;.Ck7..., n)eNn

Cette formule permet d’intégrer le calcul de la distribution de probabilité du temps de réponse de
chaque instance aux algorithmes présentés dans le chapitre 11. Nous avons réalisé cette intégration
pour ’algorithme reposant sur la réduction a la laxité (voir section 11.4.4).

Tout d’abord, nous ajoutons une variable tdr permettant de calculer la probabilité pour que
Iinstance courante de chaque tache termine son exécution a 'instant courant. Cette variable est
naturellement implémentée par un tableau a n éléments.

Ensuite, on doit intégrer le calcul de tdr dans les algorithmes PAS;(d1,d2) et PAS,(d). Cela
revient & introduire dans I’algorithme PAS;(d1, d2) la formule de TRy, ; donnée ci-dessus. Lorsque
la condition si Qg (i,7+ D) est vérifiée, on ajoute alors le traitement suivant :

si iy +basik=C) — 1+ \_(t — Tk)/TkJ et dp =1
alors tdr[k] += m/f/fl(i)yfl—l(iJ’,D) x d1[f'~1(i)]

L’algorithme PAS;(d) se modifie de la méme maniére. Ces instructions permettent de calculer la
probabilité que l'instance courante de chaque tache termine son exécution & l'instant courant. A
la fin de ’exécution de I’algorithme P AS;, la valeur de tdr vérifie :

Vk € {1, ce ,TL}, td?"[k] = ]P)(TRk,I_(t—rk)/Tkj = t)

Dans le chapitre 10, nous avons indiqué que ’on peut intégrer une contrainte de deux maniéres,
soit par conjonction, soit par condition. Supposons que C'NJ représente les contraintes prises
en compte par conjonction, et C'ND celles prises en compte par condition. Les distributions de
probabilité que ’on obtient alors avec notre méthode correspondent 4 :

P(I, = i, ANCNJ|CND)

Les contraintes intégrées par condition interviennent directement sur les probabilités de transition
P(I; = i¢|I;—1 = i;—1). Elles permettent donc d’établir la matrice de transition. Celles intégrées par
conjonction interviennent a posteriori sur la matrice de transition : les probabilités associées aux
transitions invalides sont annulées (voir section 10.5.2). Il en découle que la somme de la probabilité
de toutes les transitions sortant d’un état n’est plus obligatoirement 1. En conséquence, la somme
des probabilités de la distribution de I; n’est plus forcément 1. La différence indique la probabilité
pour les conditions CNJ de ne pas étre vérifiées sachant que les contraintes CND le sont. Nous avons
basé nos expérimentations sur ’algorithme reposant sur la réduction a la laxité. Cette réduction
impose que les échéances des taches soient respectées : elle correspond & une prise en compte par
conjonction.

12.3 Loi équiprobable

Notre objectif est de définir une loi de probabilité caractérisant 'impact des interactions entre
les taches en fonction de 'exécutif temps-réel ciblé. Avant de chercher & élaborer une loi complexe,
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F1G. 12.1 — Distribution de probabilité du temps de réponse de chaque instance
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nous avons expérimenté la loi équiprobable : tous les ordonnancements (valides ou non) ont la
méme probabilité. Dans cette section, nous supposons que les tiches sont indépendantes au sens
probabiliste du terme. Elles n’interagissent donc pas entre elles directement (communication ou
synchronisation) ou indirectement par le biais de Uexécutif temps-réel. Cela revient & supposer que
chaque tache posséde son propre processeur. D’autre part, la méthode que nous utilisons repose
sur la réduction a la laxité. Ainsi, la contrainte due aux échéances des taches est implicitement
prise en compte par conjonction. Les probabilités que nous déterminons correspondent donc 3 la
probabilité que les échéances soient respectées sachant que tous les ordonnancements possibles
(valides ou non) sont équiprobables.

Dans ce contexte, les variables (Mtk)teN.,ke{l,...,n} sont indépendantes. En choisissant la loi
équiprobable, on obtient les probabilités de transitions suivantes :

- P(Ifﬂ =a|If =1) = %

S P, = x| =) =L

Pour évaluer expérimentalement les lois de probabilité que nous définissons, nous utilisons le
systéme de taches indépendantes suivant :

| e Ci Dy Ty
| 0 10 25 50
| 0 30 45 75
5| 0 10 65 75

La charge de ce systéme de téaches est 0,73. Les taches composant ce systéme de taches sont
départs simultanés, la durée d’étude nécessaire est donc PPCM (50, 75,75) = 150. Ainsi, la tache
71 engendre trois instances par métapériode, et les taches 7 et 75 en engendrent deux chacune.

1 1 1
1E-10 1E-10 1E-10
1E-20 1E-20 1E-20
1E-30 1E-30 1E-30
1E-40 1E-40 1E-40
1E-50 1E-50 1E-50
instance 1 instance 2 instance 3 instance 1 instance 2 instance 1 instance 2
Tache 7 Tache 19 Tache 73

F1G. 12.2 — Probabilité de respect des échéances

X

Fi1G. 12.3 — Distribution de probabilité du temps de réponse avec la loi équiprobable
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En appliquant notre méthode avec la loi équiprobable & ce systéme de taches, on obtient les
probabilités de temps de réponse présentées sur la figure 12.1. On remarque que le temps de réponse
d’une instance 74 ; est & peu prés uniformément distribué entre les valeurs 7 ; + Cy et r; + Dy,
excepté pour les instances de 73.

La figure 12.2 indique la probabilité que ’échéance d’une instance soit respectée. Cette valeur
correspond & la probabilité que le temps de réponse appartienne & l'intervalle [ry ; + Ck, ri; + Di] :
les histogrammes de la figure 12.2 correspondent & l’intégrale des courbes de la figure 12.1. Pour
la premiére instance de chaque téche, la probabilité de respect de ’échéance est proche de 1, c’est
normal puisque les taches sont indépendantes. Toutefois, cette probabilité décroit trés fortement
pour les instances suivantes bien que les courbes aient la méme topologie. Ce phénomeéne est da
au fait que la contrainte due au respect des échéances soit prise en compte par conjonction : la
somme de la probabilité des transitions sortant d’un état peut étre strictement inférieure & 1. Ce
phénomeéne est génant pour ’étude de gros systémes : comment interpréter le fait que la probabilité
de réussite des derniéres instances des taches soit de ’ordre de 10730 ?

Un autre point remarquable concerne la premiére instance de la tache 7o. Sa probabilité de
réussite est de I’ordre de 10719, alors que les probabilités de réussite de la premiére instance de
et de 73 sont proches de 1. Cette différence est due au rapport Cj/Dy. Avec la loi équiprobable, les
distributions de probabilité que I’on obtient sont des gaussiennes centrées sur la droite d’équation
y = /2 et tronquées par la fenétre {Cy, ..., Dy} (voir figure 12.3). Donc, lorsque le rapport Cy /Dy,
est inférieur & 1/2, la probabilité de réussite de la premiére instance de 73 est forte; dans le cas
contraire 2C}, > Dy, elle est faible.

Cette loi de probabilité présente donc plusieurs inconvénients pour notre approche. Premiére-
ment, bien que les taches soient indépendantes, la probabilité de respecter chaque échéance n’est
pas 1. Le comportement temporel des taches n’est donc pas représenté par cette loi. Deuxiéme-
ment, 'ordre de grandeur des probabilités obtenues décroit fortement entre chaque instance d’une
méme tache. Pour un systéme de taches complexes, on est alors amené & manipuler des quantités
extrémement petites dont 'interprétation parait délicate.

12.4 Taches indépendantes

Les marches aléatoires obtenues avec la loi équiprobable ne traduisent pas le comportement
temporel des taches. Pour y remédier, nous intégrons par condition les deux propriétés suivantes :

— une tache inactive ne peut pas étre exécutée,

— une tache dont la laxité est nulle doit étre exécutée.

Avec ces deux propriétés, la loi de probabilité dirige la marche aléatoire & lintérieur des états
admis par la validité temporelle : toutes les transitions qui aménent une tache & ne pas respecter
son échéance ont une probabilité nulle. Comme pour la loi équiprobable, nous considérons que les
taches sont indépendantes au sens probabiliste du terme.

Considérons un état e = (eq,...,e,) valide & U'instant ¢ et déterminons les probabilités des
transitions partant de e sachant que les deux propriétés ci-dessus sont vérifiées. Pour cela, adoptons
les deux notations suivantes :

— l'ensemble A des taches actives & l'instant ¢ :

A= {kE {1,...,n}|t2 re Neg < Ck-i-i.ck}
— ’ensemble L des taches dont la laxité est nulle & 'instant ¢ :
L= {kE A|Ck+i.Ck—ek =71+ i1 + Dy —t}

oui=[(t—r)/Tk].
Pour une tache 7 inactive a Uinstant ¢ (k € A), la probabilité de transition est :

P(If, = ex|If =ep) =1
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Pour une tache 75 active & l'instant ¢ et dont la laxité est strictement positive (k € A\ L), la
probabilité de transition est :
P(If, = ex|lf = ey) =1/2
P(If, =ex+ 1If =e,) =1/2

Et finalement, pour une tache dont la laxité est nulle (k € L), la probabilité de transition est :
P(If =ex+ 1If =ex) =1

Ainsi, seules les taches appartenant & A\ L ont le choix entre plusieurs transitions possibles.
Le nombre de transitions autorisées & partir de I’état e & U'instant ¢ est donc :

[Al-|L]

k
> Chip
k=0

En supposant qu’elles sont toutes équiprobables, la probabilité d’une transition valide partant de
e a 'instant t est alors : )

[AI=IL] ~k

k=0 Cla-r)

Reprenons maintenant le systéme de taches utilisé dans la section précédente pour étudier
les temps de réponse obtenus par la loi équiprobable. Les figures 12.4 et 12.4 indiquent ceux
que ’on obtient avec la loi que nous venons de définir. On constate que toutes les instances ont
une probabilité 1 de respecter leur échéance : leurs caractéristiques temporelles sont donc bien
représentées par cette loi de probabilité. De plus, toutes les instances d’une méme téche ont la
méme distribution de probabilité du temps de réponse. Ce point confirme le fait que cette loi
considére que les taches sont indépendantes.

Comme pour la loi équiprobable, on remarque que les distributions obtenues sont des gaus-
siennes tronquées par la fenétre temporelle dans laquelle la tache doit terminer son exécution. Par
contre, un pic apparait au moment de 1’échéance des taches, il correspond aux ordonnancements
pour lesquels la tache atteint une laxité nulle - i.e. ol elle est exécutée au plus tard. En choisissant
1/2 comme probabilité d’exécution d’une tache 7 active dont la laxité n’est pas nulle, on centre
la gaussienne sur la valeur 2C}. Il peut étre intéressant de choisir une autre valeur pour obtenir
un autre centrage. Par exemple, en choisissant C} /Dy, on obtient un centrage sur I'instant D. Ce
rapport est intéressant puisqu’il représente des accés aux processeurs uniformément répartis dans
le temps, mais il renforce encore le pic correspondant a I’échéance. Pour obtenir une répartition
plus uniforme dans la fenétre {Cy,..., Dy}, on utilise une probabilité de transition qui centre la
gaussienne au milieu de la fenétre temporelle : Diikck (voir figure 12.6). Avec cette loi aussi, la
probabilité de respecter les échéances vaut 1, elle permet d’obtenir un comportement moyen pour
chaque instance.

1 1
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0.8 0.8 0.8
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0,6 0,6 0,6
0.5 0.5 0.5
0,4 0,4 0,4
0.3 0.3 0.3
0,2 0,2 0,2
0.1 0.1 0.1
0 0 0

instance 1 instance 2 instance 3 instance 1 instance 2 instance 1 instance 2
Tache 7 Tache 7 Tache 73

F1G. 12.5 — Probabilité de respect des échéances
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Cette loi est donc intéressante puisqu’elle traduit bien le comportement temporel des taches.
Cependant, elle ne tient pas compte de 'architecture de 'exécutif hébergeant le systéme de taches :
les contraintes sous-jacentes doivent aussi étre intégrées 4 la loi de probabilité.

12.5 Contexte préemptif et non-conservatif

Dans cette section, nous définissons une loi de probabilité adaptée aux exécutifs préemptifs
avec migration totale. Dans ce contexte, la seule contrainte imposée par l’architecture est due
au nombre de processeurs disponibles. Notre démarche consiste donc & intégrer par condition la
propriété suivante : au plus p taches peuvent étre exécutées simultanément.

Considérons un état e = (ey,...,e,) valide & l'instant ¢ et reprenons les notations A et L
définies dans la section précédente, respectivement pour dénoter ’ensemble des tiches actives a
I'instant ¢ et ’ensemble des taches dont la laxité est nulle & l'instant t.

Les seules taches admettant deux transitions valides sont celles appartenant & A\ L. Le nombre
de transitions valides issues de e & I'instant ¢ est donc :

min{p—|L|,|A||L]}
k
Claj-|r|
k=0

En tenant compte des taches actives et de celles dont la laxité est nulle, on intégre par condition
le comportement temporel des taches. En prenant en compte le nombre de processeurs disponibles,
on intégre par condition les contraintes dues & ’exécutif.

Reprenons maintenant le systéme de taches que nous utilisons pour étudier les lois de probabilité
que nous définissons. Les figures 12.7 et 12.7 présentent les distributions de probabilité du temps
de réponse que ’on obtient avec la loi que nous venons de définir.

On constate que les courbes correspondant aux instances d’une méme tache n’ont pas la méme
topologie. Cette nouvelle loi ne considére donc pas que les taches sont indépendantes (au sens
probabiliste) : les interactions dues au partage du processeur sont donc représentées. Certaines
particularités apparaissent aussi sur ces courbes.

Par exemple, la probabilité que la premiére instance de 7 soit terminée avant l’instant 40 est
nulle. Interprétons ce constat. A l'instant ¢ = 0, les trois taches sont activées. A l'instant ¢t = 25,
I’échéance de ; arrive et elle doit donc avoir été exécutée. Entre t = 0 et t = 25, la tache 7 n’a pu
accéder qu’au plus 15 fois au processeur. Il lui reste donc 15 accés 3 réaliser, et elle ne peut donc
pas se terminer avant 'instant ¢ = 25 + 15 = 40.

La distribution de probabilité de la premiére instance de 73 est encore plus surprenante puis-
qu’elle est discontinue, expliquons ce phénomeéne. Entre ¢t = 0 et ¢t = 45, les taches 71 et 7 utilisent
40 accés au processeur. Pour qu’elles respectent leur échéance, la tache 75 ne peut donc accéder
que 5 fois le processeur jusqu’a 'instant ¢ = 45. Elle ne peut donc pas étre terminée avant l'instant
t = 50. Ce constat confirme la partie “droite” de la courbe de la premiére instance de 73. D’autre
part, la partie “gauche” ne peut correspondre qu’a des séquences non-valides : certaines taches
manqueront leur échéance bien qu’elles ne soient pas encore de laxité négative. A I'instant t = 0, la
laxité de 11 est 15, et celle de 75 est aussi 15. Supposons que 73 est exécutée dés le début (t = 0). A
I'instant ¢t = 10, la laxité de 7 et de 75 est 5. En exécutant ensuite 71 pendant 5 unités de temps, on
arrive 4 l'instant ¢ = 15 ou la laxité de 71 est encore 5 et celle de 75 est 0. On peut alors exécuter
pendant 5 unités de temps. A l'instant ¢ = 21, I'une de ces deux taches a obligatoirement une laxité
négative : les ordonnancements correspondants sont alors éliminés par la réduction & la laxité. Les
temps de réponse correspondants disparaissent alors aussi, et la coupure dans la courbe des temps
de réponse de 73 apparait. La partie “gauche” de cette courbe apparait seulement parce qu’aucun
critére ne permet de détecter suffisamment t0t que ces temps de réponse aménent obligatoirement
4 un dépassement d’échéance.

Certaines discontinuités peuvent aussi apparaitre naturellement. Prenons ’exemple d’une tache
T, pouvant ou non étre active a linstant ¢ en fonction de la séquence d’exécution considérée.
Supposons qu’a l'instant ¢ d’autres taches s’activent et qu’elles requiérent totalement 1’accés au
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processeur pendant un certain temps A pour que leurs échéances soient respectées. Pour une
séquence d’exécution ol 7, est active & l'instant ¢, son échéance est différée de A unités de temps
et arrive donc strictement aprés ¢ + A. Pour une séquence d’exécution ol 75 est inactive en ¢, son
échéance est donc au plus tard en t. Cette situation fait donc apparaitre une discontinuité dans la
courbe du temps de réponse de 7.

Ces différentes courbes montrent que cette loi de probabilité permet de faire ressortir des
phénoménes propres au systéme de taches considéré et qui sont dus aux interactions avec 'exécutif
temps-réel ciblé. Ceux-ci ne sont pas directement visibles & partir de la spécification temporelle
des taches. Cette loi permet donc d’apporter un diagnostic significatif de I’ordonnancabilité de ce
systéme de taches.

12.6 Contexte préemptif et conservatif

Les politiques d’ordonnancement temps-réel sont généralement conservatives. La prise en
compte de cette propriété permet d’obtenir des courbes de temps de réponse plus proches de
la réalité. Les exécutifs temps-réel considérés ici sont donc conservatifs et préemptifs avec migra-
tion totale. Pour intégrer cette contrainte, la loi de probabilité doit tenir compte par condition de
la propriété suivante : le nombre de taches exécutées & un instant donné est égal au minimum du
nombre de processeurs et du nombre de taches actives.

Considérons un état ¢ = (e1,...,e,) valide & 'instant ¢ et reprenons les notations A et L
définies précédemment, respectivement pour dénoter ’ensemble des taches actives & l'instant ¢ et
I’ensemble des taches dont la laxité est nulle & 'instant ¢.

Les seules taches admettant deux transitions valides sont celles appartenant & A\ L. Le nombre
de transitions valides partant de e & ’instant ¢ est donc :

min{p—|L|,|A|—|L
C\A\—{\pL\‘ LIAI=IL]}

Reprenons maintenant le systéme que nous utilisons pour étudier les lois de probabilité que nous
définissons. La figure 12.9 présente les distributions de probabilité du temps de réponse que ’on
obtient avec la loi que nous venons de définir. Elles sont sensiblement identiques & celles obtenues
avec la loi pour les exécutifs non-conservatifs. Remarquons tout de méme quelques différences. Par
exemple, toutes les instances de la tache 73 sont obligatoirement terminées avant leur échéance.
Ceci signifie qu’a la fin de leur exécution, il n’y a aucune autre instance active, et puisque 'exécutif
est conservatif, elles sont obligatoirement exécutées. On remarque aussi le méme phénoméne avec
la deuxiéme instance de la tache 7.

La figure 12.10 présente la probabilité que I’échéance de chaque instance soit respectée. Pour
chaque instance, cette probabilité varie entre 0,2 et 0,3. Ainsi, cette loi de probabilité permet
d’obtenir un indice sur l'ordonnancabilité d’une instance dont ’ordre de grandeur parait plus
significatif que celui de 'indice obtenu avec la loi correspondant aux exécutifs non-conservatifs.

1E+00 1E+00 1E+00
1E-01 1E-01 1E-01
1E-02 1E-02 1E-02
1E-03 1E-03 1E-03
1E-04 1E-04 1E-04
1E-05 1E-05 1E-05
1E-06 1E-06 1E-06
1E-07 1E-07 1E-07
instance 1 instance 2 instance 3 instance 1 instance 2 instance 1 instance 2
Tache 7 Tache Tache 73

F1G. 12.8 — Probabilité de respect des échéances
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12.7 Contexte non-préemptif et conservatif

Les exécutifs non-préemptifs ne permettent pas qu’une instance en cours d’exécution soit in-
terrompue. Dans ce type de contexte, les ordonnancements sont généralement conservatifs, nous
n’étudions donc pas le cas non-préemptif et non-conservatif.

Considérons un état e = (eq,...,e,) valide & l'instant ¢ et adoptons les deux notations sui-
vantes :

— A : ensemble des taches actives & 'instant ¢,

— FE : Pensemble des taches qui sont en cours d’exécution

E = {k < A|€1C > C;g.\_(t — T)/TkJ}

Lorsque A = F, toutes les instances actives sont en cours d’exécution, la seule transition possible
consiste & continuer & exécuter les mémes taches. De méme, lorsque |E| = p, tous les processeurs
sont occupés, on ne peut donc que continuer & exécuter les mémes taches. Dans ces deux situations,
la seule transition possible est :

Vke E,e} =e,+1
Pl =¢€l|l;=¢)=1 "k
(Lpr =€l =e) <:>{Vke{1,...,n}\E,e;€=e;€
Lorsque A # E et |E| < p, il existe des instances prétes & étre exécutées ainsi que des proces-
seurs disponibles. Les transitions possibles correspondent aux combinaisons sans ordre ni remise &
min{p — |E|,|A| — |E|} éléments choisies dans I’ensemble A \ F : les tches exécutées étant celles
appartenant & E ou a la combinaison choisie. Le nombre de ces transitions est donc :

in{p—|E|,|A|-|E|}
Cmm{p |
|A|—|E

En supposant qu’elles soient équiprobables, on en déduit les probabilités de transition. Pour les
définir, nous n’avons pas tenu compte des taches dont la laxité est nulle. On peut naturellement
le faire, mais les différences obtenues dépendent de la combinaison & un méme instant de deux
situations indépendantes : il existe une tache de laxité nulle et une tache dont ’exécution s’achéve.
La combinaison de ces deux événements étant rare, nous ne I’avons pas prise en compte.

Reprenons maintenant le systéme de taches que nous utilisons pour étudier les lois de probabilité
que nous définissons. La figure 12.11 présente les distributions de probabilité du temps de réponse
que ’on obtient avec la loi que nous venons de définir. Les courbes obtenues ne sont plus constituées
que de pics. Effectivement, les séquences étant non-préemptives, les taches en cours d’exécution ne
peuvent pas permuter avec celles qui attendent. Ainsi chaque pic correspond aux choix de l'ordre
d’exécution des taches actives réalisés lorsqu’un processeur devient oisif. D’autre part, le nombre
de séquences prises en compte étant beaucoup plus faible que dans un contexte préemptif, 'ordre
de grandeur des probabilités obtenues est plus raisonnable (autour de 10~1). Elles fournissent donc
un indicateur intéressant.

0.3 0.3 0.3
0,25 0,25 0,25
0,2 0,2 0,2
0,15 0,15 0,15
0,1 0,1 0,1
0,05 0,05 0,05
] ] ]
instance 1 instance 2 instance 3 instance 1 instance 2 instance 1 instance 2
Tache 7 Tache 7 Tache 73

FiG. 12.10 — Probabilité de respect des échéances
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La figure 12.12 indique la probabilité pour qu’une instance respecte son échéance. L’ordre de
grandeur des probabilités obtenues (10~!) rend ces informations significatives. En moyenne, chaque
instance respecte son échéance avec une probabilité d’environ 0, 2. Ce résultat est indépendant de
la politique d’ordonnancement choisie tant que 'exécutif est non-préemptif et conservatif. Ce type
d’indicateur fournit donc une information intéressante sur les parties critiques d’un systéme de
taches.

En fonction de ’exécutif concerné, le nombre de transitions possibles varie beaucoup. Nous
avons évalué le nombre maximum d’états atteints & un méme instant en fonction de la loi de
probabilité utilisée. Le tableau suivant résume nos résultats :

Loi de probabilité Nombre maximum d’états atteints
équiprobable 1936
taches indépendantes 1936
préemptif et non-conservatif 746
préemptif et conservatif 106
non-préemptif et conservatif 5

Pour ce systéme de taches, la complexité spatiale au pire est 3751. Les lois n’intégrant pas les
contraintes dues a I'exécutif n’offrent aucune réduction du nombre d’états atteignables. La valeur
1936 correspond & la complexité réelle, alors que 3751 est un majorant. La différence entre les deux
illustre le gain fourni par la réduction a la laxité par rapport a la réduction aux premiéres instances.
Par contre, dés que 'on prend en compte les spécificités de I’exécutif, le nombre maximum d’états
atteints peut décroitre fortement. Pour les exécutifs non-préemptifs, le gain est méme considérable
et permet d’envisager 'utilisation de notre méthode avec des systémes de taches complexes.

12.8 Conclusion

Nous avons développé une méthode permettant d’obtenir la distribution de probabilité du
temps de réponse de chaque instance. Pour chaque type d’exécutif, nous avons élaboré une loi de
probabilité tenant compte de leurs spécificités. Ainsi, pour un méme systéme de taches, on obtient
des informations sur son comportement moyen pour chaque type d’exécutif. Ces informations sont
indépendantes de la politique d’ordonnancement utilisée. En particulier, elles peuvent servir &
choisir une politique adaptée & ce systéme de taches, voire méme & adapter une politique donnée
au systéme de taches. Dans le cas ol un systéme se révéle étre difficilement ordonnancable, les
distributions du temps de réponse permettent d’identifier les zones ot ’'ordonnancement est difficile.
On peut alors aussi les utiliser pour intervenir sur la spécification méme du systéme de taches. Elles
peuvent donc aussi servir & modifier une spécification temporelle afin de la rendre plus facilement
ordonnancable.

Les courbes du temps de réponse que nous avons obtenues expérimentalement révélent des in-
formations qui ne sont pas directement identifiables & partir de la seule spécification temporelle.
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FiG. 12.12 — Probabilité de respect des échéances
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Elles permettent alors d’établir un diagnostic significatif et représentatif de ’exécutif ciblé. Toute-
fois, leur analyse, et donc leur interprétation, nécessitent encore un effort de recherche. La mise en
place d’une méthode d’interprétation automatisée, ou au moins assistée, semble possible. De plus,
étant donné la quantité d’informations fournies par notre méthode (dés que le systéme de taches
est conséquent), un tel prétraitement semble nécessaire. A terme, on peut sans doute obtenir un
diagnostic élaboré et destiné aux concepteurs des systémes temps-réel.

Pour les exécutifs préemptifs, les distributions de temps de réponse se présentent sous la forme
de fonction continue par morceaux. Par contre, pour ceux non-préemptifs, elles sont sous la forme
de pics successifs. Chacun de ces pics correspondant & un choix d’ordonnancement différent, on
doit pouvoir les associer avec des configurations de priorité. Leur interprétation semble donc pro-
metteuse. D’autre part, on peut sans doute établir une correspondance entre les pics des courbes
obtenues dans le contexte non-préemptif avec les morceaux continus des courbes obtenues dans le
contexte préemptif.

Finalement, la complexité spatiale utilisée dans le cas des exécutifs non-préemptifs est beaucoup
plus faible qu’avec les exécutifs préemptifs. Elle permet d’envisager 'application de notre méthode
a des systémes de taches de taille industrielle dés que ’exécutif ciblé est non-préemptif.

Les travaux exposés dans ce chapitre ont fait I’objet d’un article soumis & une revue interna-
tionale en 2007.



Conclusion générale

Bilan. Actuellement, la majorité des systémes temps-réel sont ordonnancés a I’aide d’une po-
litique d’ordonnancement & priorités. Des alternatives existent, par exemple certaines méthodes
hors-ligne basées sur des modéles & états permettent de trouver des séquences valides, mais leur
manque de flexibilité est souvent un frein & leur mise en exploitation. D’autres solutions plus réa-
listes consistent & déterminer une configuration de priorité adaptée au systéme & ordonnancer.
Cette derniére approche permet d’utiliser toute la puissance analytique nécessaire tout en conser-
vant la flexibilité de ’ordonnancement en-ligne. En suivant cette approche, nous avons élaboré
plusieurs algorithmes permettant de fournir des configurations de priorité valides pour ordonnan-
cer un systéme de taches exécutées en contexte multiprocesseur et préemptif avec migration totale.
Ces résultats prolongent au cas multiprocesseur I’approche suivie par [9] pour les ordonnancements
monoprocesseurs produits par des politiques & priorités fixes. Nous avons aussi étendu le spectre
des configurations de priorité recherchées & celles de la classe PFI. Nous avons étudié les propriétés
de cette classe de politiques d’ordonnancement. Nous avons montré qu’elle est optimale pour or-
donnancer des systémes de taches en monoprocesseur. Elle semble aussi étre une bonne candidate
pour :

— étre la plus petite classe optimale en monoprocesseur,

— étre la classe la plus puissante représentable 4 I’aide d’un nombre fini de niveaux de priorité.
La premiére de ces deux conjectures s’appuie sur le fait que la classe des politiques & priorités fixes
n’est pas optimale en monoprocesseur, et la seconde repose sur les constats suivants :

— la séquence produite par EDF n’est pas toujours représentable & I’aide d’un nombre fini de

niveaux de priorité,

— la politique EDF appartient & PFI et 4 DCL.
La classe PFI semble bien adaptée aux exécutifs temps-réel actuels puisque la plupart d’entre eux
reposent sur un nombre fini de niveaux de priorité attribuée statiquement aux taches (ou aux
instances). Les expérimentations que nous avons menées ont montré que la classe des politiques
d’ordonnancement & priorités fixes et celle des politiques & priorités fixes par instance offrent une
puissance d’ordonnancement dépassant par exemple celle de EDF.

Les propriétés offertes par PFX et PFI nous ont incités & rechercher des méthodes permettant
d’obtenir des configurations de priorité valides. Nous avons alors suivi plusieurs approches. Tout
d’abord, nous avons proposé un algorithme de calcul des configurations de priorité engendrant
une séquence quelconque. Cet algorithme peut étre assimilé & une passerelle entre les exécutifs a
priorités et les méthodes exactes ou approchées construisant des séquences d’exécution valides. 1l
facilite ’'intégration de ces séquences dans les exécutifs temps-réel. Ensuite, nous avons proposé un
algorithme calculant toutes les configurations de priorité fixe. Cet algorithme permet au concepteur
d’intégrer certaines contraintes sur les priorités des taches. Son temps de calcul moyen pour les
systémes contenant une dizaine de taches est de l'ordre de la seconde. Plusieurs optimisations
sont possibles, celles-ci devraient lui permettre de traiter des systémes contenant plusieurs dizaines
de taches. Nous avons étendu nos algorithmes aux configurations de priorité appartenant & PFL
Toutefois, la complexité de celui déterminant toutes les configurations valides devient importante.
Finalement, nous avons proposé une hybridation entre PFX et PFI permettant d’attribuer des
priorités différentes & deux instances d’une méme tache seulement lorsque cela est nécessaire. Nous
en attendons un gain important au niveau du temps de calcul.
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Parallélement & ces travaux, nous avons appliqué certaines méthodes d’approximation au pro-
bléme de 'ordonnancement multiprocesseur d’un systéme de taches liées par des relations de pré-
cédence. Ce type d’approche permet & I’aide d’heuristiques d’obtenir en temps polynomial une so-
lution approchée d’un probléme donné. Leur complexité est donc meilleure que celle des méthodes
basées sur des modéles & états qui fournissent des solutions exactes. A partir des algorithmes géné-
tiques développés par [52, 23], nous en avons élaboré un nouveau améliorant la qualité des solutions
fournies par [52] tout en utilisant un temps de calcul inférieur & celui de [23]. Nous avons ensuite
proposé un algorithme basé sur la méthode taboue obtenant des solutions de meilleure qualité que
ceux proposés par [23, 52| en utilisant un temps de calcul généralement inférieur. La qualité des
solutions obtenues par la méthode taboue est généralement trés bonne (proche de 90% de ’optimal
théorique), cette méthode nous parait donc satisfaisante.

Nos recherches ont aussi porté sur ’étude des propriétés théoriques de ’ordonnancement des
systémes temps-réel en contexte multiprocesseur. Nous avons établi un intervalle de faisabilité dont
la validité dépend seulement de deux hypothéses portant sur le temps de réponse des instances
(voir section 4.2) :

— le temps de réponse des instances ne peut pas diminuer,

— le temps de réponse des instances croit seulement par effet domino.

Nous avons montré que les séquences multiprocesseurs produites par les politiques de PFI en
contexte préemptif avec migration totale satisfont ces deux hypothéses. Ce résultat englobe par
exemple les séquences d’exécution produites par les politiques RM, DM et EDF. Pour les séquences
d’exécution conservatives et satisfaisant les deux hypothéses données ci-dessus, nous avons aussi
montré que les temps de réponse des instances se stabilisent toujours dés que le systéme de taches
n’est pas surchargé. Ce résultat permet d’obtenir un intervalle d’étude valable pour les séquences
d’exécution non-valides, grace a lui on peut alors établir un diagnostic complet sur les problémes
d’ordonnancement propres & une séquence d’exécution. Toutefois, ce résultat nécessite de connaitre
un majorant du temps de réponse de toutes les instances. Nous avons seulement montré qu’il en
existe lorsque le systéme de taches n’est pas surchargé ; toutefois, la valeur max{T1,...,T,} nous
parait étre une bonne candidate.

Afin d’obtenir un intervalle de faisabilité plus précis que celui fourni par nos premiers travaux,
nous avons restreint notre contexte d’étude en nous consacrant aux politiques & priorités fixes.
Nous avons alors établi une formule indiquant la durée exacte de montée en charge d’un systéme
de taches. La complexité de cette formule étant exponentielle, nous en avons alors proposé plusieurs
majorations que nous avons ensuite comparées avec celle fournie par [24]. Nos majorants se sont
révélés étre plus précis. Nous avons aussi évalué expérimentalement la complexité du calcul de la
durée exacte. En moyenne, celui-ci nous parait étre de complexité polynomiale. Excepté pour les
systémes contenant au moins une centaine de tiches, ce calcul nous parait donc réalisable. Aprés
avoir étudié les séquences produites par les politiques & priorités fixes, nous avons étendu notre
approche 3 la classe PFI. En appliquant une transformation au systéme de taches étudié, on peut
alors appliquer aux configurations PFI les résultats que nous avons obtenus pour les politiques &
priorités fixes. Toutefois, la durée de montée en charge du systéme transformé est un majorant
de celle du systéme initial. Nos résultats fournissent donc une majoration de la durée de montée
en charge des séquences produites par les politiques de PFL. En étudiant plus précisément les
propriétés de la transformation que ’on applique, on doit pouvoir déterminer la durée exacte de
leur montée en charge.

Lors de I’élaboration de notre méthode permettant de diagnostiquer un systéme temps-réel,
nous avons eu besoin de déterminer un intervalle permettant d’étudier son comportement lorsque
I’on considére simultanément toutes les séquences d’exécution. Nous avons montré pour le contexte
multiprocesseur que les intervalles de faisabilité propres & une séquence d’exécution ne pouvaient
pas étre utilisés pour définir 'intervalle d’étude recherché. Nous avons alors élaboré une nouvelle
approche de ce probléme en considérant la cyclicité des états atteignables au lieu de celle des
séquences d’exécution considérées. Nous avons établi qu’un intervalle d’étude existe et donné un
critére permettant de détecter le début du régime cyclique des états atteignables. Nous avons
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ensuite évalué expérimentalement la longueur de l'intervalle d’étude. Nous avons constaté pour
certains systémes de tiches qu’il est plus petit que intervalle de faisabilité de certaines séquences
d’exécution. Plus précisément, nous avons donné un exemple ot les états atteignables sont cycliques
alors que la séquence produite par EDF est encore en phase de montée en charge.

Pour étudier la qualité de service offerte par un systéme temps-réel, nous avons conc¢u une
méthode fournissant un diagnostic de son comportement en fonction de Pexécutif ciblé et indé-
pendamment de la politique d’ordonnancement utilisée. Pour cela, nous avons modélisé les ordon-
nancements possibles par des marches aléatoires produites par des chaines de Markov. Ensuite,
nous avons intégreé les contraintes dues aux interactions entre les taches, par exemple : relations de
précédence, exclusion mutuelle. Puis, nous avons intégré celles dues aux spécificités de 'exécutif
temps-réel ciblé, par exemple : préemptivité, conservativité, migration totale ou partielle. Cette
approche nous permet de déterminer la probabilité que les contraintes dues aux interactions entre
les taches soient respectées sachant que les contraintes dues a ’exécutif ciblé sont respectées. Les
résultats que nous obtenons sont alors indépendants de toute politique d’ordonnancement.

Pour évaluer les marches aléatoires engendrées par notre modéle, nous avons élaboré un algo-
rithme spécifique. Celui-ci permet de tirer parti de certaines contraintes afin de diminuer la com-
plexité de calcul. Nous avons analysé sa complexité moyenne : cet indicateur permet d’approximer
la durée de calcul utilisée par notre algorithme pour traiter un systéme de taches. La complexité
étant exponentielle, il peut se révéler trés utile. En outre, nous avons constaté expérimentalement
que le temps de calcul est trés variable en fonction du type de 'exécutif ciblé. En particulier pour les
exécutifs non-préemptifs, les temps de calcul obtenus expérimentalement permettent d’envisager
I’utilisation de notre méthode avec des systémes de taches de taille industrielle.

En utilisant cet algorithme, nous avons pu calculer les distributions de probabilité du temps
de réponse de chaque instance. Cette information permet de réaliser une analyse de la qualité
de service offerte par un systéme de taches. Elle permet aussi d’identifier les zones & risque d’un
ordonnancement. Le diagnostic correspondant devrait aider le concepteur du systéme temps-réel
a cerner les problémes et donc le guider dans les modifications & apporter. Toutefois, nous avons
seulement donné quelques exemples d’interprétation des courbes du temps de réponse des instances.
Une étude approfondie est nécessaire pour exploiter réellement les informations fournies par notre
méthode.

Perspectives. Lors de notre étude des politiques & priorités fixes et de celles & priorités fixes
par instance, nous avons proposé plusieurs algorithmes fournissant des configurations de priorité
valides. Ils ne doivent pas étre considérés comme aboutis, ils ouvrent au contraire une voie vers un
nouvel axe de recherche. L’étude que nous avons menée offre plusieurs perspectives possibles. Tout
d’abord, les algorithmes que nous avons énoncés peuvent étre optimisés de plusieurs maniéres :
— le traitement effectué & certains instants ne modifie pas les relations de priorité en cours de
calcul, il peut donc étre évité,
— le traitement de chaque relation de priorité est indépendant des autres, on peut donc paral-
léliser leur traitement,
— les calculs effectués sur les clotures transitives des relations de priorité sont cotteux, il semble
donc intéressant de développer une structure de données optimisée.
Une fois ces optimisations réalisées, on devrait pouvoir déterminer les configurations de priorité fixe
valides pour des systémes de taches contenant plusieurs dizaines de taches. Notre méthode pourrait
alors étre appliquée & des systémes de taille industrielle. Pour calculer les configurations de priorité
valides appartenant & PFI, nous avons proposé une méthode itérative permettant de diminuer la
complexité. La maitrise de cette méthode parait étre un enjeu important puisque ’on pourrait alors
utiliser la puissance d’ordonnancement fournie par PFI pour ordonnancer des systémes contenant
plusieurs dizaines de taches.
Ensuite, nous avons considéré dans cette étude que les taches sont indépendantes. En introdui-
sant la notion de tache bloquée dans notre méthode, il semble possible d’intégrer les contraintes de
précédence et I’exclusion mutuelle. La combinaison de notre approche avec les protocoles de gestion
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de ressources est alors envisageable. En particulier, on doit pouvoir déterminer les configurations de
priorité valides en utilisant un protocole de gestion de ressources donné, par exemple PIP ou PCP.
La prise en compte des exécutifs non-préemptifs semble aussi envisageable puisqu’il suffit alors de
considérer que les relations de priorité engendrées & un instant sont significatives si et seulement si
un choix d’ordonnancement est effectué & ce moment-1a - i.e. une tache est nouvellement attribuée
4 un processeur.

Ainsi, la méthode que nous avons établie ouvre de nombreuses perspectives de recherche. A
terme, on peut espérer obtenir un outil généraliste permettant d’ordonnancer des systémes de
taches réels en utilisant des configurations de priorité fixe : par taches, ou par instances si nécessaire.

Etant donné la complexité théorique des problémes posés par I’ordonnancement temps-réel, I'uti-
lisation des méthodes d’approximation semble appropriée. Pour ’ordonnancement d’un systéme de
taches liées par des relations de précédence, I’algorithme basé sur la méthode taboue que nous avons
proposé fournit des solutions de bonne qualité. L’utilisation des processus de décision markoviens
devrait permettre d’obtenir des solutions de méme qualité en un temps plus court, étant donné
qu’ils ont déja rendu ce type de service pour d’autres problémes, par exemple [65, 53, 54]. Il semble
donc intéressant d’explorer cette voie afin de diminuer la complexité.

L’enrichissement du modéle de taches que nous avons considéré pour cette étude, et notamment
Iintroduction d’échéances temporelles, permettrait d’appliquer nos travaux aux systémes temps-
réel. Effectivement, ce type d’approche est récent et les modéles pris en compte ne permettent pas
encore de représenter entiérement un systéme temps-réel. Beaucoup reste a faire dans ce domaine,
mais 'application des méthodes d’approximation au probléme de ’ordonnancement temps-réel
parait prometteuse.

Par ailleurs, ce type de méthode peut aussi étre utilisé pour déterminer des configurations de
priorité valides, plutdt que des séquences d’exécution valides dont I’exploitation est ensuite géné-
ralement délicate. Leur application, par exemple & la classe PFI, semble intéressante et fournirait
un outil complémentaire de ceux que nous avons déja élaborés pour calculer des configurations de
priorité valides.

Les hypothéses que nous avons formulées dans le chapitre 4 ont permis d’obtenir un intervalle
de faisabilité pour une classe de politiques d’ordonnancement englobant par exemple RM, DM
et EDF. Nous avons montré que les séquences produites par les politiques appartenant & PFI
vérifient nos deux hypothéses. Toutefois, d’autres séquences d’exécution produites par exemple par
LLF vérifient aussi nos hypothéses. Afin de poursuivre cette étude, plusieurs axes de recherche
peuvent étre considérés.

Tout d’abord, on peut chercher & affiner I'intervalle de faisabilité que nous avons proposé, soit
dans le cas général, soit en se consacrant 3 certaines classes d’ordonnanceurs comme nous 1’avons

fait dans le chapitre 5 pour les séquences produites par les politiques & priorités fixes (et par

extension celles de PFT).

Ensuite, on peut chercher & déterminer le spectre exact de nos deux hypothéses, et notamment
répondre 4 la question suivante : est-ce que les séquences produites par les politiques de DCL véri-
fient nos deux hypothéses ? En outre, il semble possible d’appliquer notre approche aux séquences
d’exécution produites par différents types d’exécutifs temps-réel, par exemple : non-préemptif, pré-
emptif avec migration totale. En étudiant la validité de nos deux hypothéses dans ces contextes,
on pourrait étendre la portée de notre intervalle de faisabilité et de notre résultat sur la cyclicité
des séquences d’exécution. L’étude de 'influence des interactions entre les taches sur la validité de
nos hypothéses pourrait permettre d’étendre le spectre de nos résultats au-deld du contexte des
taches indépendantes.

Finalement, notre analyse est aussi valable pour les séquences d’exécution qui ne respectent pas
les échéances des téches, et nous avons pu fournir une borne 4 la durée maximale pour que les temps
de réponse des instances se stabilisent. Toutefois, cette borne nécessite de connaitre un majorant
des temps de réponse. Pour les séquences conservatives, nous avons suggéré que max{T,...,T,}
pouvait étre 'un d’entre eux. Résoudre cette question fournirait une durée d’étude maximale
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pour les séquences non valides. On pourrait alors effectuer un diagnostic complet des problémes
d’ordonnancement propres & une séquence d’exécution donnée.

Les chaines de Markov se sont révélées étre un outil efficace pour modéliser le comportement
des systémes temps-réel. Nous avons notamment pu intégrer les interactions entre les téiches et les
propriétés propres a ’exécutif temps-réel ciblé. Pour les exécutifs non-préemptifs, la complexité
de notre méthode laisse envisager son application & des systémes de taches de taille industrielle.
Pour véritablement exploiter notre approche, il est nécessaire d’établir une méthode permettant
d’interpréter les résultats fournis. Pour les systémes de taches contenant beaucoup de taches,
la, quantité d’informations produites par notre méthode peut étre considérable. Il parait alors
nécessaire “d’automatiser” leur étude, ou tout au moins “d’assister” le concepteur du systéme dans
son analyse. Ce point constitue sans doute le principal enjeu avant d’envisager ’exploitation réelle
de notre approche.
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Notations

Notation
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Définition

Ensemble de taches

Nombre de taches appartenant a 7, et le nombre de processeurs
Ensemble des instances engendrées par les taches de 7

k? tache et sa ¢ instance

Equivalence entre deux instances d’'une méme tache (voir page 11)
Caractéristiques temporelles de la tache 75 (voir page 12)

Date d’activation et échéance absolue de I'instance 7, ;
Caractéristiques d’un systéme de taches périodiques (voir page 11)
Nombre d’instances générées par la tache 7, sur chaque métapériode
(voir page 11)

Séquence d’exécution (voir page 18)

Ensemble des instances exécutées par la séquence s dans l’intervalle
[t,t+ 1]

Ensemble des instances actives dans la séquence s & I'instant ¢

Date de terminaison de l'instance 75 ; dans la séquence s

Temps de réponse de l'instance 7 ; dans la séquence s

Charge de 'instance 7, ; absorbée dans 'intervalle [0, ¢[ dans la séquence
S

Laxité de l'instance 7 ; & 'instant ¢ dans la séquence s

Charge du systéme de taches 7 (voir page 19)

Respectivement, charge injectée, absorbée et restante

Relation de précédence entre 7; et 7; (voir page 24)

Ordonnancement en priorités fixes (voir page 17)

Ordonnancement en priorités fixes par instance

Ordonnancement déterministe basé sur la laxité et ’état d’avancement
des instances actives

Ordonnancement en priorités dynamiques

Ordonnancement en priorités fixes par instance ou les relations de prio-
rités entre les instances équivalentes sont préservées entre deux métapé-
riodes (voir page 38)

Ordonnancement en priorités fixes par instance ou deux instances équi-
valentes ont la méme priorité (voir page 38)
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Résumé

Nos recherches portent sur ’étude des systémes temps-réel composés de taches périodiques et
ordonnancés en environnement multiprocesseur. Nos travaux s’organisent autour de deux thémes
de recherche : la production de solutions d’ordonnancement et ’analyse quantitative de l’ordon-
nancabilité. Pour mener & bien ces recherches, nous avons été amenés & étudier certaines propriétés
théoriques comme la cyclicité des séquences d’exécution. Sous certaines hypothéses, englobant par
exemple RM, DM et EDF, nous montrons que les séquences d’exécution multiprocesseur sont
cycliques, et nous proposons un intervalle de faisabilité.

Nous apportons deux contributions au probléme de I’ordonnancement. D’une part, nous propo-
sons une méthode pour déterminer toutes les configurations de priorités fixes permettant d’ordon-
nancer un systéme de taches. Nous étendons cette approche aux configurations de priorités fixes par
instance et proposons I’étude d’une nouvelle classe de politiques d’ordonnancement. D’autre part,
nous appliquons les méthodes d’approximation (méthode taboue, algorithmes génétiques, etc) au
probléme de I'ordonnancement des systémes de taches liées par des contraintes de précédence, afin
d’obtenir des séquences d’exécution optimisant certains critéres comme la durée totale d’exécution
par exemple.

Lorsque aucune politique connue n’est utilisable, le concepteur est généralement amené & mo-
difier la conception du systéme. Peu de travaux permettent de le guider. Nous proposons une
méthode basée sur les chaines de Markov qui renseigne sur le comportement d’un systéme de
taches en fonction du support matériel utilisé. Les informations apportées permettent de com-
prendre les problémes qui sont & la source des difficultés et donc d’aider & modifier la conception.
Elles renseignent aussi sur la qualité de service offerte par le systéme.

Mots-clés : Temps-réel, Ordonnancement, Multiprocesseur, Processus de Markov, Qualité de
service.

Abstract

We deal with real-time systems composed of periodic tasks designed to run on multiprocessor.
We address two objectives : producing scheduling solutions and analyzing the feasibility of the
systems we study in a quantitative way. Producing useful results leads us to study theoretical
properties, e.g. the cyclicity of scheduling sequences. Assuming properties including RM, DM and
EDF sequences, we show that multiprocessor scheduling sequences are cyclic, and we produce a
feasibility interval.

Two contributions concern the scheduling problem. Firstly, we produce all static-priority confi-
gurations which schedule a specific task system, and we extend this technique to job-level static-
priority policies. This study leads us to propose a new class of scheduling policies. Secondly, we use
known approximation methods (e.g. tabu search, genetic algorithms, etc.) to solve the scheduling
problem according precedence constraints and addressing the optimization of specific criteria (e.g.
the total execution time).

When no known policy schedules the task system, the classically-used solution consists in
modifying the system. Few works deal with this problem of real-time conception-aid-design. In this
thesis, we propose a Markov chain-based technique which informs on the behaviours of the tasks on
a hardware-dependency way. Informations produced concern the quality of service of the different
possible scheduling solutions. When the system can not be scheduled, they are useful to identify
the origines of the failure. Therefore, they help the conceiver to modify the timing specification.

Keywords : Real-time, Scheduling, Multiprocessor, Markov processes, Quality of service.



