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5.2. Tests d’ordonnançabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

5.2.1. Introduction. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
5.2.2. Les travaux de WELLINGS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
5.2.3. Les travaux de MING . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81
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B.1.1. Calcul exact du temps de réponse. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .207
B.1.2. Approximation de la limite supérieure du temps de réponse. . . . . . . . 208
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Chapitre 1

Introduction

1.1. Contexte

Le travail effectúe pendant cette thèse s’est d́erouĺe au sein duLaboratoire d ′Informatique
Scientifique et Industrielle (LISI ). Ce laboratoire est composé en deux th́ematiques prin-
cipales :Ingénierie des donńeeset syst̀emes embarqúes (temps ŕeel). Ce travail áet́e ŕealiśe
dans l’́equipe syst̀emes embarqúes, sous la direction de PASCAL RICHARD.

1.2. Pŕesentation des sujets d’́etude

Cette th̀ese est composée de deux sujets d’étude :

– l’ordonnancement temps réel des t̂aches̀a suspension ;

– l’ordonnancement en-ligne par une machineà traitement par lot.

L’ordonnancement temps réel est l’activit́e principale de l’́equipe syst̀emes embarqúes du
LISI . Nous nous sommes intéresśesà un probl̀eme d’ordonnancement particulier, celui des
tâches̀a suspension.

Le second sujet d’étude, sujet d’ordonnancement classique, est intégŕe dans une activité
contractuelle, le projet industriel W4L (Workload For Labs). L’ étude d’une machinèa traite-
ment par lot est un problème th́eorique líe à ce projet.

1.3. Organisation du document

Ce document se décompose ainsi :

– le chapitre 2 pŕesente la problématique et nos motivations qui ont conduit nos travaux ;

– la partie I d́eveloppe notréetude sur l’ordonnancement temps réel de t̂aches̀a suspen-
sion ;

– la partie II trâıte de l’ordonnancement classique par une machineà traitement par lot ;

– finalement, le chapitre 14 conclut notre travail et ouvre des perspectives de recherches.

∼ 17 ∼
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Chapitre 2

Probĺematique

La thématique de cette thèse se d́efinit par l’étude de problèmes d’ordonnancement. Nous
en avonśetudíe deux : l’ordonnancement temps réel de t̂aches̀a suspension et l’ordonnance-
ment par une machinèa traitement par lot. Ces deux problèmes sont basés sur la recherche
et l’évaluation d’algorithmes en-ligne compétitifs. Pour analyser ces algorithmes nous uti-
lisons, pour ces deux problèmes, la m̂eme technique : l’analyse de compétitivité, introduite
par [SLE 85].

Nous pŕesentons dans le paragraphe 2.1, la théorie de l’ordonnancement. Le paragraphe 2.2
traite des diff́erences et similitudes notables entre l’ordonnancement classique et l’ordon-
nancement temps réel. Le paragraphe 2.3 définit et d́ecrit les probl̀emes d’ordonnancement
à une machine. Au paragraphe 2.4, les algorithmes en-ligne sont abordés. Finalement, nous
présentons dans le paragraphe 2.5, notre technique d’analyse : l’analyse de compétitivité.

2.1. Théorie de l’ordonnancement

L’ordonnancement est présent et ńecessaire dans tous les systèmes òu des activit́es doivent
être organiśees, ordonńees et ŕeparties entre plusieurs entités. L’ordonnancement est un do-
maine particulier de la recherche opérationnelle. La recherche opérationnelle (aussi appelée
science du management ou science de la décision) regroupe l’ensemble des méthodes et
techniques rationnelles d’analyse et de synthèse des ph́enom̀enes d’organisation utilisables
pourélaborer de meilleures décisions. Cette problématique est multidisciplinaire puisqu’elle
est trait́ee en math́ematiques, en informatique et en sciences de gestion.

L’ordonnancement est utilisé dans plusieurs domaines qui sont aussi nombreux que variés
(p. ex. l’usinage de pièces en productioǹa la châıne, la gestion des ressources humaines,
l’exécution de programmes informatiques,. . .). Pour ce qui est de la modélisation des sys-
tèmes, chaque activité quelle qu’elle soit, sera dénomḿeetâcheet chaque entité, ressource
ou machine. Ainsi, un probl̀eme d’ordonnancement revientà ǵerer l’ex́ecution de t̂aches sur
une (ou plusieurs) machine(s). Par exemple, pour l’usinage de pièces, les t̂aches sont les
diff érentes oṕerationsà effectuer sur la pièce (p. ex. soudage, perçage,. . .) et les ressources
repŕesentent le personnel ainsi que les machines.

∼ 21 ∼



LISI-ENSMA Probĺematique

Ordonnancer, c’est planifier l’exécution d’un ensemble de tâches en leur allouant des res-
sources et en leur fixant des dates d’exécution. En effet, les tâches se concurrencent entre
elles afin de pouvoir s’ex́ecuter et ainsi de disposer prioritairement des ressources qui leur
sont ńecessaires. Par conséquent, un ordre ou des dates d’exécution doivent̂etre attribúesà
chacune des tâches pour obtenir un ordonnancement. Pour une introduction plus complète
sur l’ordonnancement, nous renvoyonsà la lecture de [BAK 74, CAR 88, BLA 96, BRU 01,
ESQ 99, PIN 01]. Dans le cadre de notre travail, nous nous sommes uniquement intéresśes
aux probl̀emes d’ordonnancementà une machine.

2.2. Ordonnancement classique et ordonnancement temps réel

Bien qu’utilisant des techniques de résolution similaire, voire les m̂emes algorithmesEDD
(Earliest Due Date) etEDF (Earliest Deadline First), l’ordonnancement classique et l’ordon-
nancement temps réel se distinguent par deux points :

– les probl̀emes fondamentaux de l’ordonnancement classique sont principalement des
probl̀emes avec des tâches aṕeriodiques (chaque tâche ne survient qu’une fois dans le
syst̀eme). Le probl̀eme central de l’ordonnancement temps réel consid̀ere des t̂aches qui re-
viennent ṕeriodiquement dans la vie du système. La ṕeriodicit́e de t̂aches change, en géńeral,
la nature des problèmes combinatoires [TOV 02] ;

– pour des raisons historiques : l’ordonnancement classique aét́e rapidement reconnu
comme une th́eorie à part entìere au sein de la communauté ”recherche oṕerationnelle”,
alors que l’ordonnancement temps réel demeure un sous-problème dans la conception de
syst̀eme informatique temps réel. Bien ŝur, l’implication de l’ordonnancement classique sur
l’ordonnancement temps réel est ind́eniable [STA 95].

Notre position est que les problèmes d’ordonnancement temps réel doiventêtre simul-
tańement perçus comme :

– une branche de l’ordonnancement classique, afin de profiter des approches et résultats
connus en th́eorie de l’ordonnancement ;

– une branche de l’inǵenierie des systèmes temps réel, pour ne pas se couper de la prin-
cipale source d’application de l’ordonnancement temps réel, et donc de la principale source
de nouveaux problèmes.

Remarque 1 Les notations utiliśees en ordonnancement classique et en ordonnancement
temps ŕeel ne sont malheureusement pas homogènes (p. ex. la durée d’ex́ecution d’une t̂ache
se notepi en ordonnancement classique etCi en ordonnancement temps réel, alors queCi

en ordonnancement classique définit la date de fin d’ex́ecution d’une t̂ache qui est usuelle-
ment not́eeRi en temps ŕeel !). Nous avons essayé d’être ǵeńeralement homog̀ene dans ce
mémoire, en priviĺegiant les notations de l’ordonnancement temps réel à chaque fois que
possible,à l’exception des notations des problèmes de l’ordonnancement classique afin de
ne pas d́enaturer cette notation si pratique.
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0 2 4 6 8
Figure 2.1. Exemple d’un diagramme deGANTT, pour l’ordonnancement de

tâches sur une machine.

2.3. Probl̀emes d’ordonnancement

La théorie de l’ordonnancement comprend un nombre possiblement infini de problèmes,
BAKER [BAK 74], B LAZEWICZ [BLA 96], COFFMAN [E.G 76], CONWAY et al. [CON 67],
LENSTRA [LEN 77], PINEDO [PIN 01]. . . Ce paragraphe présente et d́efinit les probl̀emes
d’ordonnancement.

2.3.1. Définition

Soit M , une machine qui doit exécutern tâchesτi (i = 1, . . . , n). Un ordonnancement se
définit en allouant un ou plusieurs intervalles de temps sur la machine. L’ordonnancement
peutêtre repŕesent́e par un diagramme temporel de GANTT (figure 10.2).

2.3.2. Critères de performance

Les crit̀eres de performance sont des critères que l’ordonnancement doit optimiser. Nous
présentons dans ce paragraphe, une liste non exhaustive des critères de performance possibles
d’un ordonnancement. A noter que suivant la nature du critère, l’optimisation est synonyme
de minimisation ou de maximisation.

En ordonnancement classique,ri note pour une t̂acheτi sa date d’activation,Ci sa date de
fin d’exécution,Fi = Ci − ri son temps de réponse,Li = Ci − di son retard (d́ecalage entre
sa date de fin d’ex́ecution et sońech́eancedi) etUi un booĺeen qui est̀a vrai (ou1) si la t̂ache
est en retard. Les critères de performance classiques sont :

– Cmax = max1≤i≤n Ci : la minimisation de la longueur d’ordonnancement ;

–
∑

1≤i≤n Ci : la minimisation de la date moyenne de fin d’exécution ;

– Fmax = max1≤i≤n Fi : la minimisation du temps de réponse maximum ;

–
∑

1≤i≤n Fi : la minimisation du temps de réponse moyen ;

– Lmax = max1≤i≤n Li : la minimisation du retard maximum accumulé par les t̂aches ;

–
∑

1≤i≤n Ui : la minimisation du nombre de tâches en retard ou de façonéquivalente,∑
1≤i≤n(1− Ui) : la maximisation du nombre de tâches n’́etant pas en retard.

Il est également possible de pondérer le crit̀ere de performance, par un poidswi assocíe à
chaque t̂acheτi afin de tenir compte de l’importance des tâches.
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2.3.3. Notation des probl̀emes en ordonnancement classique

La notationà 3-champs initíee par GRAHAM et al. [GRA 96, LAW 93] est utiliśee pour
décrire les probl̀emes d’ordonnancement. Cette notation se décompose en trois valeurs :
α | β | γ et est celle principalement utilisée dans la litt́erature [BRU 01].

α : caract́erise les machines sur lesquelles les algorithmes s’exécutent. Par exemple, pour
un syst̀eme avec une unique machine,α = 1.

β : décrit les caract́eristiques des tâches du système. Par exemple, si toutes les tâches ne sont
pasà d́epart simultańe β = ri (ri signifiant que chaque tâche a sa propre date d’acti-
vation) et si de plus le système permet la préemption des tâches alorsβ = ri, pmtn.

γ : précise la nature du critère de performancéetudíe. Par exemple pour la maximisation du
nombre de t̂aches qui ne sont pas en retard,γ =

∑
1≤i≤n(1− Ui)

Remarque 2 Pour le param̀etreβ, nous avons introduit la notion de préemption (ou non)
des t̂aches. Il existe plusieurs possibilités :

– Non pŕeemptif : les t̂aches ne peuventêtre interrompues lors de leur exécution qu’̀a des
moments sṕecifiques et que sur l’initiative de la tâche elle-m̂eme ;

– Préemptif-Continue : les tâches peuvent̂etre interrompues̀a n’importe quel instant et
le processeur affecté à une autre t̂ache. Quand la t̂ache reprendra le cours de son exécution,
elle le reprendra l̀a où elle l’avait laisśe. Cet ordonnancement se note ”pmtn” dans le champ
β ;

– Préemptif-red́emarre (ou recommence) : les tâches peuvent̂etre interrompues̀a n’im-
porte quel instant et le processeur affecté à une autre t̂ache. Quand la t̂ache reprendra le
cours de son ex́ecution, elle le reprendra au début de l’ex́ecution comme si elle ne l’avait
jamais d́emarŕe. Cet ordonnancement se note ”rstart” dans le champβ.

2.4. Algorithmes hors-ligne/en-ligne

Les algorithmes d’ordonnancement peuventêtre clasśes dans deux catégories, les algorithmes
d’ordonnancement hors-ligne et en-ligne.

Les algorithmes d’ordonnancement hors-ligneconstruisent la śequence d’ordonnancement
compl̀ete sur les bases des paramètres temporels de l’ensemble des tâches de la configuration.
L’ordonnancement est construit complètement avant l’ex́ecution de l’application.

Les algorithmes d’ordonnancement en-lignechoisissent, quant̀a eux, dynamiquement la
prochaine reqûeteà ex́ecuter en fonction des paramètres des t̂aches pr̂etesà l’exécution. Ils
ne connaissent̀a un instantt que les t̂aches dont les dates d’activation sont antérieures̀a t.

Il existe, [PRU 04, SGA 98], toutefois plusieurs paradigmes pour caractériser les probl̀emes
d’ordonnancement en-ligne :
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– Ordonnancement uneà une des t̂aches (ou ordonnancement de liste).Dès qu’une
tâche arrive, ses caractéristiques sont connues. Ensuite les tâches sont ordonnées dans une
liste puis pŕesent́ees unèa uneà l’ordonnanceur. La seule tâche qui peut̂etre assigńeeà une
machine est la première t̂ache de la liste. Une tâche peut̂etre retard́ee mais aucune machine
ne restera inoccupée s’il reste des tâches̀a ordonnancer dans la liste. L’arrivée d’une nouvelle
tâche dans la liste ne peut pas stopper l’assignement d’une tâcheà une machine.

– Temps processeurs inconnus.Le temps processeur nécessairèa une t̂ache n’est connu
que lorsqu’elle a fini son exécution mais ses autres caractéristiques sont connues dès son ap-
parition dans le système. Toutes les tâches qui sont prêtesà être ex́ecut́ees sont disponibles
pour l’ordonnanceur, elles peuventêtre ex́ecut́ees ou retard́ees. Si le système le permet, l’al-
gorithme peut d́ecider de pŕeempter les t̂aches̀a n’importe quel instant.

– Les tâches arrivent dans le temps.Ce paradigme est quasiment similaire au préćedent.
Mais là, le temps processeur et la date d’arrivée ne sont connus qu’à l’arrivée de la t̂ache.

– Intervalle d’ordonnancement.Se dit d’un ordonnancement dont les tâches n’ont qu’un
intervalle donńe pour s’ex́ecuter. Si l’ordonnanceur voit qu’une tâche ne finira pas dans les
délais qui lui sont impośes, elle ou une autre peutêtre rejet́ee.

Les algorithmes d’ordonnancement peuvent disposer d’autres caractéristiques :

– Un algorithme d’ordonnancement en-ligne estconservatif, s’il ne laisse jamais le pro-
cesseur inoccuṕe lorsque des tâches sont prêtesà s’ex́ecuter.

– Un algorithmeclairvoyantest un algorithme qui connaı̂t toutes les caractéristiques des
tâches̀a venir.

– Un algorithmedéterministeest un algorithme qui ne fait intervenir aucune composante
aléatoire dans la prise de décision d’ordonnancement. Ainsi une configuration ordonnancée
plusieurs fois par un m̂eme algorithme d́eterministe donnera toujours le même ordonnance-
ment et donc la m̂eme planification de tâches. Ce type d’algorithme est l’opposé des algo-
rithmesrandomiśesqui eux prennent leurs décisions dans le temps avec un choix aléatoire.

Définition 1 Un algorithmeA est optimal pour un problème d’ordonnancement si pour
chaque configuration de tâches, aucun autre algorithme ne peut avoir une meilleure per-
formance que celle obtenue parA.

Remarque 3 Il est à noter que pour un problème d’ordonnancementétudíe, plusieurs algo-
rithmes peuvent̂etre optimaux.

2.5. Ordonnancement en-ligne : Simulation/Analyse de compétitivit é

2.5.1. Introduction

La validation des algorithmes en-ligne est uneétape importante. Elle permet, pour un
probl̀eme donńe, de trouver quelle est la meilleure stratégie d’ordonnancement en-ligne ainsi
que de quantifier la qualité de cette ḿethode en la comparantà la solution optimale. Deux
types de validation peuventêtre appliqúes :
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– Comparer et́evaluer les diff́erentes stratégies des ḿethodes en-ligne entre elles. Nous
exécutons sur une m̂eme configuration de tâches, les diff́erents algorithmes puis nous
étudions les ŕesultats obtenus. Ce type de comparaison est appelé lasimulation.

– Evaluer le comportement d’un algorithme en-ligne en son pire cas d’exécution en le
comparant̀a un algorithme hors-ligne optimal. Cette méthode est l’analyse de comṕetitivité
(Competitive Analysis) et d́efinit la garantie de performance de l’algorithme en-ligne quelle
que soit l’instance du problème qui sera ŕesolue.

2.5.2. La simulation

La simulation permet de comparer et d’évaluer des algorithmes en-ligne entre eux. Elle
consistèa d́efinir un mod̀ele stochastique muni d’une loi de probabilité. Avec cette loi de dis-
tribution aĺeatoire, des configurations de tâches sont ǵeńeŕees, puis elles sont ordonnancées
par les algorithmeśetudíes. En dernier lieu, les réactions et les résultats des ordonnance-
ments de chacun des algorithmes sont relevés. Cette oṕeration est ŕeṕet́ee suffisamment de
fois pour obtenir unéetude statistique pertinente et ainsi des comparatifs entre algorithmes
satisfaisants.

Mais cette ḿethode a ses limites qui pénalisent l’exploitation de ses résultats. En effet, les
donńees obtenues par simulation sont forcément d́ependantes du modèle stochastique utilisé
[KAR 92]. De plus, cette ḿethode est adaptée si et seulement si les lois de distribution (qui
sont estiḿees ǵeńeralement sur la base d’observations passées) mod́elisent toujours l’arriv́ee
des nouvelles tâches. Ce qui n’est pas toujours possible voire réalisable avec des problèmes
d’ordonnancement en-ligne.

2.5.3. L’analyse de comṕetitivité

L’ analyse de comṕetitivité [BOR 98] est une ḿethode dont les premiers résultats datent de
1985. Ils sont l’œuvre de SLEATOR et TARJAN [SLE 85]. Cette ḿethode compare le com-
portement d’un algorithme en-ligneà celui d’un algorithme clairvoyant optimal (dit l’adver-
saire). Cette comparaison s’effectue sur les configurations de tâches òu l’algorithme en-ligne
atteint sa pire performance vis-à-vis du crit̀ere de performancéetudíe. L’adversaire est ce-
lui qui géǹere les configurations de tâches sur lesquelles les algorithmes sontétudíes. Par
conśequent, un bon adversaire est celui qui géńerera les configurations de tâches sur les-
quelles l’algorithme en-ligne atteindra ses pires performances (par rapport au critère choisi),
tandis que l’adversaire ordonnancera de façon optimale les configurations nouvellement
géńeŕees.

Il existe deux types d’adversaires mais qui sontéquivalents du point de vue de l’analyse de
comṕetitivité :

L’inconscient (oblivious) : il géǹere, en avance, une configuration de tâches, en s’assurant
que l’algorithme en-ligne atteint sa pire performance sur cette configuration alors que
lui la sert de façon optimale.
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L’ évolutif (on-line adaptative) : il géǹere quelques tâches et, suivant les réactions de l’al-
gorithme en-ligne, complète (ou pas) cette configuration avec l’arrivée de nouvelles
tâches. La configuration géńeŕee reste ordonnancée de façon optimale par l’adversaire,
alors que l’algorithme en-ligne atteint sa pire performance.

Nous pŕesentons l’analyse de compétitivité d’un point de vue analytique :

Définition 2 SoitA un algorithme en-ligne, la performance obtenue par l’algorithmeA en
ordonnançant une configurationI pour un crit̀ere de performanceσ, se noteσA(I).

Définition 3 La performance obtenue par l’algorithme clairvoyant et optimal hors-ligne en
ordonnançant une configurationI, pour un crit̀ereσ, se noteσ∗(I).

Définition 4 Un algorithme en-ligneA est dit c-comṕetitif pour un crit̀ere donńe σ, si c
est une constante positive et si pour toute configuration de tâchesI, l’in égalit́e suivante est
respect́ee :

σA(I) ≤ c σ∗(I)

Deux remarques complémentaires sont̀a apporter̀a la d́efinition 4 :

Remarque 4 Aucun algorithme ne peut faire mieux que l’algorithme optimal. Ainsi sa per-
formance est toujourśegale ou meilleure que celle obtenue par l’algorithme en-ligne.

Remarque 5 La définition 4 montre que la performance atteinte par l’algorithmeA est
toujours au pirec fois suṕerieure que celle obtenue par l’adversaire par rapport au critère
étudíe. C’est-̀a-dire que pour chaque configuration, la performance de l’algorithme en-ligne
varie mais ne d́epasse pasc fois la valeur obtenue par l’adversaire.

Pour finir la pŕesentation de l’analyse de compétitivité, deux cat́egories de problèmes d’or-
donnancement doiventêtre dissocíees suivant la nature du critèreà optimiser : les problèmes
de minimisation et ceux de maximisation. Cette différenciation intervient pour l’établisse-
ment du ratio de comṕetitivité (competitive ratio). Ce ratio permet de caractériser les al-
gorithmes en-ligne, de quantifier leur qualité (ou ḿediocrit́e). En effet, l’analyse de com-
pétitivité ne se contente pas de donner une réponse binaire : l’algorithme est optimal ou
non comṕetitif. Elle quantifie la qualit́e (ou ḿediocrit́e) de l’algorithme. Et c’est le ratio de
comṕetitivité qui transcrit cette quantification. Il se détermine dans le pire cas d’exécution
de l’algorithme en-ligne, c’est l’unique valeur d’analyse. Le ratio de compétitivité d’un al-
gorithme en-ligneA se notecA et d́efinit la valeurc présente dans la définition 4.
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2.5.4. Le probl̀eme de minimisation

Lorsqu’un probl̀eme d’ordonnancement est caractériśe par un crit̀ereà minimiser, le ratio de
comṕetitivité d’un algorithme en-ligne est présent́e par la d́efinition 5.

Définition 5 SiA est un algorithme en-ligne qui minimise un critère de performanceσ alors,
le ratio de comṕetitivité cA deA qui repŕesente son pire cas d’exécution vaut :

cA = sup
toutI

σA(I)

σ∗(I)

Où I désigne les configurations de tâches.

Remarque 6 Puisque le crit̀ere d’optimisation est un critère à minimiser, la performance
obtenue par l’algorithme optimal sera toujours inférieure ouégaleà celle obtenue par l’al-
gorithme en-ligne. Ainsi le pire cas d’exécution de l’algorithme correspond̀a la configura-
tion de t̂achesI, pour laquelle le ratioσA(I)

σ∗(I)
est le plus important, d’òu l’utilisation de la

borne suṕerieure.

Comme la performance de l’algorithme en-ligne est toujours supérieure ouégaleà celle
obtenue avec l’algorithme optimal, le ratio de compétitivité d’un algorithme en-ligne est
toujours suṕerieurà1. Et les deux cas limites sont les suivants :

– Si cA = 1 alors l’algorithmeA est dit optimal pour le crit̀ereétudíe.

– Si cA 6= c pour toute constantec (ce qui est́equivalent̀a cA estégalà une fonction en
n, où n est le nombre de tâches de la configuration testée, alors l’algorithmeA est dit non
comṕetitif pour le crit̀ereétudíe.

L’ étude d’un probl̀eme d’ordonnancement avec un critère de minimisation se fait par deux
actions :

– Soit l’étude consistèa établir une borne inf́erieure du ratio de compétitivité valable pour
tous les algorithmes en-ligne. Dans ce cas, l’ensemble de tous les algorithmes en-ligne de
la classéetudíee (p. ex. l’ensemble des algorithmes en-ligne, conservatif et préemptif) est
consid́eŕe. Il faut alors chercher une configuration telle que tous les algorithmes en-ligne de
la classe soient menésà leur pire cas d’ex́ecution sur cette configuration.

– Soit l’étude consistèa analyser un algorithme en-ligne de notre choix. Ainsi, l’ad-
versaire ǵeǹere des configurations de tâches pour amener l’algorithme en-ligneà son pire
cas d’ex́ecution. Cette ḿethode cherchèa construire une borne supérieure du ratio de
comṕetitivité de l’algorithméetudíe.

Remarque 7 Si nouśetablissons un algorithme en-ligne tel que la borne inférieure est́egale
à la borne suṕerieure alors l’algorithme fait partie des meilleurs algorithmes en-ligne pour
ce probl̀eme.
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2.5.5. Le probl̀eme de maximisation

Définition 6 Si A est un algorithme qui maximise un critère de performance alors, le ratio
de comṕetitivité cA deA qui repŕesente son pire cas d’exécution vaut :

cA = inf
toutI

σA(I)

σ∗(I)

Où I désigne les configurations de tâches.

Étant donńe que le crit̀ereà optimiser est un critère de maximisation, la performance obtenue
par l’algorithme optimal est toujours supérieure oúegaleà celle obtenue par l’algorithme en-
ligne. Ainsi, le ratio de comṕetitivité est inf́erieur ouégalà1 :

– Si cA = 1 alors l’algorithmeA est dit optimal pour le crit̀ereétudíe.

– Si cA = 0 alors l’algorithmeA est dit non comṕetitif pour le crit̀ereétudíe.

L’ étude d’un probl̀eme d’ordonnancement avec un critère de maximisation est différente de
celle meńee pour le probl̀eme de minimisation :

– Soit l’étude consistèa établir une borne inf́erieure du ratio de compétitivité pourun
algorithme en-ligne. Il faut chercher des configurations de tâches pour que le ratio de
comṕetitivité de l’algorithme en-ligne augmente.

– Soit l’étude consistèa établir une borne supérieure pour une classe d’algorithmes. Il
faut chercher des configurations de tâches telles que sur ces configurations, le ratio de
comṕetitivité de tous les algorithmes est inférieurà une m̂eme valeur.

Remarque 8 De m̂eme que, concernant le problème de minimisation, si pour un algorithme
en-ligne tel que la borne inférieure est́egaleà la borne suṕerieure alors il fait partie des
meilleurs algorithmes en-ligne pour ce problème.

2.5.6. Principaux résultats

Le tableau 2.1 (pŕesent́e dans [RID 03]) synth́etise l’ensemble des résultats connus pour les
probl̀emes d’ordonnancementà une machine. Lorsque la borne inférieure et la borne supé-
rieure sont́egales alors un algorithme avec les meilleures garanties possibles de performance
est connu. Lorsque pour un problème, les deux bornes ne sont paségales, le problème est
alors partiellement ouvert. De plus, si les bornes sontégales̀a 1, alors l’algorithme est opti-
mal. Finalement, s’il n’y a pas de résultat dans certaines d’entre elles, c’est que le problème
est ouvert.

2.5.7. Conclusion

L’inconvénient de l’analyse de compétitivité est de ne capturer la performance d’un algo-
rithme en-ligne que par son ratio de compétitivité. Tr̀es souvent, cela conduità une vision
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Probl̀emes Modèles Bornes Inf́erieures Bornes Suṕerieures

Pŕeemption 1 1
min

∑
Cj Standard 2 [PHI 95] 2 [PHI 95, HOO 96]

Red́emarrage1.2108 [EPS 03] 3/2 [VAN 02]
Pŕeemption 1 1

min
∑

Fj Standard Ω(n)
Red́emarrageΩ(

√
n) [EPS 03] Θ(n) [EPS 03]

Pŕeemption 1.0730 [EPS 03] 2
min

∑
wjCj Standard 2 [PHI 95] 2 [AND 02]

Red́emarrage1.2232 [EPS 03] 2 [AND 02]
Pŕeemption 2 [EPS 03] Θ(n) [EPS 03]

min
∑

wjFj Standard Ω(n)
Red́emarrage Ω(n) [EPS 03] Θ(n2) [EPS 03]
Pŕeemption 1 1

min Lmax Standard 1.618 [HOO 00] 1.618 [HOO 00]
(di ≤ 0) Red́emarrage 3/2 [AKK 00] 3/2 [AKK 00]

Pŕeemption 0 [BAR 94, BAR 01]
max

∑
(1− Uj) Standard 0 [BAR 94, BAR 01]

Red́emarrage 1/2 [HOO 00] 1/2 [HOO 00]

Tableau 2.1.Garanties de performance des algorithmes d’ordonnancement
en-ligneà une machine [RID 03].

très pessimiste du comportement de l’algorithmeévalúe. Plusieurs relaxations de l’analyse
de comṕetitivité ontét́e propośees dans la litt́erature afin de limiter cette vision pessimiste
comme l’augmentation de la vitesse des machines utilisées par l’algorithme en-ligne par
rapportà celles utiliśees par l’adversaire claivoyant [KAL 95]. Cette technique est appelée
technique d’augmentation de ressourceet conduità des ŕesultats tr̀es int́eressants tant en
ordonnancement classique qu’en ordonnancement temps réel.
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[VAN 02] VAN-STEE R., POUTRÉ J. L.,« Minimizing total completion time on-line on a single machine, using restarts»,
10th European Symposium on Algorithms, Lecture Notes in Computer Science, Springer Verlag, 2002.

∼ 31 ∼
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tâches̀a suspension





PREMIÈRE PARTIE

Ordonnancement des t̂achesà suspension

Cette partie pŕesente l’ensemble de nos travaux sur l’ordonnancement temps réel de t̂aches̀a
suspension :

– Le chapitre 4 expose les principaux concepts de l’ordonnancement temps réel.

– Le chapitre 5 est uńetat de l’art de notre problème d’ordonnancement.

– Dans le chapitre 6, nous présentons nos résultats sur les difficultés de l’ordonnancement
de t̂aches̀a suspension : la complexité du probl̀eme. . .

– Le chapitre suivant, chapitre 7, développe notréetude sur la comṕetitivité des algo-
rithmes en-ligne pour l’ordonnancement des tâches̀a suspension.

– Le chapitre 8 conclut notre recherche sur les tâches̀a suspension par l’analyse des tests
d’ordonnançabilit́e existants pour ce problème d’ordonnancement.

– En conclusion, au chapitre 9, nous résumons l’ensemble de nos résultats et proposons
plusieurs axes pour de futures recherches.
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Chapitre 3

Introduction sur les t̂aches̀a suspension

3.1. Les syst̀emes temps ŕeel

Les syst̀emes temps réel sont des systèmes informatiques qui doivent réagirà deśevènements
tout en respectant des contraintes temporelles. Trois catégories de systèmes informatiques
sont ǵeńeralement distingúees dans la litt́erature :

– les syst̀emes transformationnels : ils sont composés entre autres des activités de calculs
et de gestion des bases de données. Ces systèmes ŕecup̀erentà l’initialisation l’ensemble des
donńees ńecessaires. Leurs temps de calculs sont non contraints.

– les syst̀emes interactifs : un système est dit interactif s’il implique l’intervention de
l’utilisateur dans la vie du système, au-delà de l’initialisation. Ces systèmes sont composés
entre autres des logiciels bureautiques. Le temps n’intervient pas en tant que contrainte mais
dans un aspect de confort de travail ou qualité de service.

– les syst̀emes ŕeactifs [HAR 85] : un syst̀eme ŕeactif, comme pŕesent́e par la figure 3.1,
est un syst̀eme ŕepondant constamment aux sollicitations de son environnement qu’il
contr̂ole en produisant des actions sur celui-ci. Les systèmes temps réel appartiennent̀a cette
cat́egorie.

De nombreuses définitions diff́erentes existent pour les systèmes temps réel dans la litt́erature
([CNR 88], [DOR 91], [LAP 91]. . .). Nous utilisons la définition emploýee par J.A. STAN-
KOVIC : un syst̀eme temps réel est un système pour lequel sa correction ne dépend pas
seulement des résultats, maiśegalement du temps auquel ils sont fournis[STA 88]. Ainsi,
les syst̀emes temps réel sont des systèmes ŕeactifs [HAR 85] pour lesquels des contraintes
temporelles doivent̂etre respectées. Si les contraintes temporelles de l’application ne sont
pas respectées, le système subit alors unedéfaillance, on parle aussi defaute temporelle.
Deux types de contraintes temporelles existent :

– contraintes temporelles souples (ou relatives) : pour les systèmessouples, le non-respect
d’une contrainte m̀eneà une d́egradation progressive du fonctionnement du système. Ce type

Figure 3.1. Syst̀eme ŕeactif
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de d́efaillance est toĺerable ;

– contraintes temporelles impératives : pour les systèmesdurs (ou critiques), le non-
respect d’une contrainte temporelle n’est pas envisageable, il remet en cause l’intégrit́e même
du syst̀eme.

Cette d́efinition du temps ŕeel introduit la notion detemps. Cette notion du temps signifie
que le calcul effectúe par le syst̀eme ne peut paŝetre consid́eŕe comme correct ; s’il n’est pas
produit au bon instant, le système le consid̀ere comme faux.

La notion de temps est très importante car elle permet d’exprimer les caractéristiques et les
contraintes du système. Le temps peutêtre repŕesent́e de deux façons différentes [KOP 83] :

– Le temps continu : est un temps que l’on suppose géńeralement dense (et complet),
au sens math́ematique du terme (plus préciśement, le temps prend toutes les valeurs réelles
positives). Ainsi, il est toujours possible de déterminer entre deux instantst ett1, un troisìeme
instantt2. Il n’est par conśequent pas possible d’observer la simultanéité d’événements ;

– Le temps discret (ou logique) [BAR 90] : correspondà une succession d’instants dis-
crets, pŕed́efinis et ordonńes. Ce temps n’est pas dense, il n’est ainsi pas possible de définir
un instant entre deux instants consécutifs. Un instant est représent́e math́ematiquement par
un entier naturel et ainsi le temps par l’ensemble des entiers naturels. La simultanéité des
événements est donc possible.

Le temps continu est utilisé pour repŕesenter les caractéristiques de l’environnement et du
proćed́e à l’intérieur de l’environnement. Le temps discret est utilisé par le syst̀eme infor-
matique, pour représenter les caractéristiques des diff́erentes actions̀a effectuer ainsi que les
délaisà tenir.

En ce qui concerne les systèmes temps réel durs, il faut s’assurer que toutes les contraintes
temporelles des tâches sont respectées et ce quel que soit le cas de figure. Il existe plusieurs
techniques de validation d’une configuration de tâches sur un système. Notamment, celle qui
consistèaétablir un test d’ordonnançabilité [BAR 04]. Pouŕetablir un test d’ordonnançabilité,
il faut caract́eriser le pire comportement du système, puiśetablir un algorithme que le système
doit respecter (ou chacune des tâches du système doit respecter) pour que le système soit dit
valide (c.-̀a-d. que toutes les contraintes temporelles des tâches soient respectées).

Les syst̀emes temps réel doivent avoir certaines caractéristiques [COT 05] :

efficacité : un syst̀eme temps ŕeel doitêtre efficace (avec une complexité moindre) ;

fiabilit é : un syst̀eme temps ŕeel doit s’assurer que toutes les contraintes temporelles sont
respect́ees ;

pr édictibilit é : un syst̀eme temps ŕeel, s’il se retrouve dans uńetat d́ejà rencontŕe, devra
toujours prendre la m̂eme d́ecision.

Un syst̀eme temps ŕeel doit s’assurer que le procéd́e contr̂olé qu’il gère, reste continuelle-
ment dans un fonctionnement ditnormal(c.-à-d. qu’il reste en ad́equation avec les lois phy-
siques qui ŕegissent son comportement dans son environnement). Dans les systèmes temps
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F.Ridouard Premìere partie : Ordonnancement des tâches̀a suspension

Figure 3.2. Syst̀eme temps ŕeel

réel, comme le montre la figure 3.2, le système temps ŕeel ŕecup̀ere par l’interḿediaire d’un
ensemble de capteurs présents sur le procéd́e des informations relatives̀a l’état du syst̀eme.
Le syst̀eme temps ŕeel analyse les résultats et interagit, si nécessaire, par un ensemble d’ac-
tionneurs sur le proćed́e contr̂olé. Dans ces systèmes, c’est le proćed́e contr̂olé qui impose
sa vitesse de fonctionnement (on parle aussi dedynamique du proćed́e) pour conserver son
intégrit́e et son bon fonctionnement dans l’environnement. Cette caractéristique temporelle
peut varier de la milliseconde (p. ex. les avions de chasse)à l’heure ou plus (p. ex. contrôle
de ŕeactions chimiques).

Les syst̀emes temps réel prennent une place de plus en plus importante dans notre sociét́e
car les applications ńecessitant un système informatique sont souvent contrôlées par tout ou
partie par un système temps ŕeel. Ainsi, de tels systèmes servent̀a contr̂oler des centrales
nucĺeaires, des sites complexes de production, des applications militaires, des missions spa-
tiales, mais aussi dans la vie de tous les jours, les voitures, les téléphones portables, les
avions. . . Un exemple complet d’une application temps-réel en automobile est détaillé dans
[SIM 05].

Une application est souvent naı̈vement qualifíee de temps réel d̀es lors qu’elle se montre
”rapide”. Mais cette assertion est fausse pour les systèmes dont les d́elais s’expriment en
heures (tels que les systèmes contr̂olant certaines réactions chimiques) et qui sont qualifiés
de syst̀eme temps ŕeel.

Comme pour tout système informatique, l’architecture matérielle d’un syst̀eme temps ŕeel
est de diff́erentes formes : centralisé ou distribúe, monoprocesseur ou multiprocesseur. . .

3.2. Architecture logicielle des syst̀emes temps ŕeel

Il existe trois diff́erentes architectures logicielles des systèmes temps réel :

– un noyau temps ŕeel : c’est l’architecture logicielle minimum pour un système temps
réel. Cette architecture gère uniquement les tâches et les communications inter-tâches ;

– un ex́ecutif temps ŕeel : c’est une surcouche du noyau temps réel qui comprend des
primitives/modules pour faciliter la conception de l’application temps réel ; il inclut des
implémentations de fonctions additionnelles comme la gestion des entrées/sorties, la gestion
avanćee des t̂aches, la gestion de systèmes de fichiers, la communication de messages, ou
la gestion des ressources. Pour le développement d’une application, on a besoin d’une part,
d’une machine ĥote et de son environnement de développement pour sa conception, ainsi
que d’un syst̀eme cible, sur lequel l’application temps réel et l’ex́ecutif seront t́elécharǵes
pour son ex́ecution.

– unsyst̀eme d’exploitation temps réelest un ex́ecutif pour le cas particulier où le syst̀eme
hôte et le syst̀eme cible ne font qu’un. On a donc ici un environnement de développement
natif.
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Figure 3.3. Exécutif temps ŕeel

L’architecture logicielle que nouśetudions est celle d’un exécutif temps ŕeel. Un exemple
d’exécutif temps ŕeel est OSEK/VDX1, présent́e dans [TRI 05]. La figure 3.3 illustre la
structure d’un ex́ecutif temps ŕeel. Ainsi, l’ex́ecutif est appelé soit lors d’unévénement, soit
en fonction du temps, soit par des tâches ńecessitant un service de l’exécutif. L’ordonnan-
ceur g̀ere l’occupation du ou des processeurs. Il utilise un algorithme d’ordonnancement qui
gère l’allocation des t̂aches sur le processeur. Les agences gèrent les composants de base de
l’exécutif : t̂aches, ressources. . .

Le comportement concurrent desévènements externes et des actions d’un système temps
réel, fait de lui un système fortement parallèle. L’architecture logicielle la mieux adaptée pour
respecter ce comportement parallélisé est une architecture multitâche. Ainsi, chaque action
du syst̀eme (acquisition de mesures, calculs. . .) est supportée par une t̂ache. La t̂ache est
l’entité de base des systèmes temps réel, elle repŕesente le travail que doit effectuer le système
pour effectuer l’actioǹa laquelle elle est associée. Chaque tâche a ses contraintes temporelles
impośees qu’elle doit respecter (p. ex. un délai pendant lequel elle peut s’exécuter et qu’elle
ne peut pas d́epasser).

Les syst̀emes temps réel sont ainsi forḿes d’un ensemble de tâches (appelé aussiconfigu-
ration) qui s’ex́ecutent sur un ex́ecutif temps ŕeel. L’ensemble de tâches caractérise toutes
les oṕerationsà mener pour piloter le procéd́e contr̂olé et l’ex́ecutif temps ŕeel est celui
qui les ordonnance en leur affectant des priorités. À chaque instant la tâche la plus prio-
ritaire est ex́ecut́ee. La particularit́e des t̂aches temps réel ŕeside dans le fait qu’elles sont
récurrentes. C’est-à-dire que chaque tâche se ŕeveille ṕeriodiquement (ou sporadiquement)
dans le syst̀eme pour̂etre ex́ecut́ee.

3.3. Ordonnancement temps ŕeel

Afin de respecter les contraintes temporelles des tâches, le concepteur d’une application
temps ŕeel doit d́efinir une ḿethode d’ordonnancement.

Définition 7 une ḿethode d’ordonnancement consiste en :

– un algorithme d’ordonnancement qui sera exécut́e en-ligne ;

– un test d’ordonnançabilit́e dont l’objet est de v́erifier que les t̂aches respectent leurs
contraintes temporelles.

Dans de nombreux cas, l’ordonnancement est dit dirigé par les priorit́es, c’est-̀a-dire que
l’ordonnanceur de l’ex́ecutif affecte les priorit́es qui sont attribúees aux t̂aches. Letest d’or-
donnançabilit́e est un algorithme qui donne une condition suffisante ou dans le meilleur cas

1. OSEK/VDX : Offene Systeme und deren Schnittstellen für dir Elektronik im Kraftfahrzeug / Vehicle Distributed eXecu-
tive
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Figure 3.4. Ordonnancement de tâchesà suspension

nécessaire et suffisante d’ordonnançabilité pour une configuration de tâches par l’algorithme
d’ordonnancement choisi préćedemment. C’est-à-dire qu’un test d’ordonnançabilité permet
de v́erifier en amont̀a un ordonnancement que toutes les contraintes temporelles sont res-
pect́ees par le choix de priorités qui est fait par l’algorithme d’ordonnancement.

La périodicit́e des t̂aches est l’unique spécificité de l’ordonnancement temps réel par rapport
à l’ordonnancement classique. Cette différence peut paraı̂tre mineure mais elle change la
nature combinatoire des problèmes d’ordonnancement. Mais l’ordonnancement temps réel
repose sur les m̂emes techniques algorithmiques de résolution de problèmes combinatoires
[STA 95].

3.4. Le problèmeétudié : ordonnancement de t̂achesà suspension

Nous consid́erons, dans la suite de cette partie, les tâches pouvant se suspendre durant leur
exécution afin de ŕealiser des oṕerations d’entŕee/sortie ou bien des calculs sur un proces-
seur sṕecialiśe. Comme le pŕesente la figure 3.4, les tâches sont ex́ecut́ees sur le processeur
principal, mais les t̂achesà suspension font appel pendant leur exécutionà un processeur
sṕecialiśe pour effectuer diff́erentes oṕerations. Durant sa suspension, la tâche n’utilise plus
le processeur. En effet, elle attend la fin de l’exécution de cette oṕeration pour terminer sa
propre ex́ecution. Ainsi, comme elle n’utilise pas le processeur, l’exécutif temps ŕeel suspend
la tâche pour la durée d’ex́ecution de la proćedure externe et alloue le processeurà une autre
tâche pr̂ete.

Desétudes existent concernant les tâches̀a suspension. Mais cesétudes cherchentà construi-
re un test d’ordonnançabilité. Souvent ces ḿethodes consistentà adapter des tests d’ordon-
nançabilit́e d́ejà existants pour l’ordonnancement de tâches ṕeriodiques aux t̂aches̀a suspen-
sion. Or ces travaux n’étudient pas directement le problème d’ordonnancement de tâches
à suspension. En particulier, aucuneétude n’aét́e meńee pour, dans un premier temps,
connâıtre les difficult́es à construire un tel ordonnancement. Ainsi, par exemple, la com-
plexité du probl̀eme d’ordonnancement des tâches̀a suspension n’a pasét́e établie, pas plus
que la comṕetitivité des algorithmes en-ligne. Finalement,à propos des tests d’ordonnançabi-
lit é établis pour les t̂aches̀a suspension, personne ne connaı̂t l’ampleur du pessimisme qu’ils
introduisent. L’utilisation de tests trop pessimistes conduit invariablementà surdimensionner
l’architecture mat́erielle du syst̀eme temps ŕeel. L’ensemble de ces points serontétudíes dans
la suite de cette partie.

3.5. Plan de la partie

Dans le chapitre 4, nous définissons les principaux concepts de l’ordonnancement temps
réel. Dans le chapitre 5, leśetudes sur les tests d’ordonnançabilité pour l’ordonnancement
de t̂achesà suspension sont présent́ees. Les chapitres suivants développent nos diff́erentes
contributions pour l’ordonnancement de tâchesà suspension. Ainsi, dans le chapitre 6, les
difficultés d’un tel ordonnancement sont exposées : la complexit́e, la pŕesence d’anomalies
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d’ordonnancement et finalement l’optimalité des algorithmes en-ligne. Le chapitre suivant,
chapitre 7,étudie la comṕetitivité d’algorithmes en-ligne bien connus pour deux critères
d’optimisation : la minimisation du temps de réponse et la minimisation du nombre de
tâches en retard. Finalement, le chapitre 8, aborde nos résultats sur la recherche du pessi-
misme engendré par les tests d’ordonnnaçabilité, établis pour l’ordonnancement des tâches
à suspension.
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Chapitre 4

Ordonnancement temps réel monoprocesseur1

4.1. D́efinitions générales

Les syst̀emes informatiques temps réel (ou syst̀emes de Contrôle-Commande) se décompo-
sent en un ex́ecutif temps ŕeel et un programmèa ex́ecuter sur l’ex́ecutif. Pour concevoir,
développer et fairéevoluer le syst̀eme, un programme temps réel est d’un point de vue lo-
giciel consid́eŕe comme un systèmemultitâche. Le travail du syst̀eme informatique consiste
par conśequentà ǵerer l’ex́ecution et la concurrence de l’ensemble des tâches en optimi-
sant l’occupation du processeur et en veillantà respecter les contraintes temporelles des
tâches. Toutes ces fonctions sont regroupées sous la notion d’Ordonnancement temps ŕeel.
Si une contrainte temporelle n’est pas respectée, on parle d’une d́efaillance du système ou
d’une faute temporelle. Dans un système temps ŕeel dur, chaque tâche est soumisèa une
éch́eance temporelle stricte. Le non respect d’une contrainte temporelle n’est pas admissible
à l’exécution.

La périodicit́e de l’activation des tâches est l’unique spécificité de l’ordonnancement temps
réel par rapport̀a la th́eorie de l’ordonnancement classique. Cette nuance peut paraı̂tre mi-
neure, mais en ǵeńeral la ṕeriodicit́e des t̂aches change la nature combinatoire des problèmes
d’ordonnancement. Toutefois, l’ordonnancement temps réel ńecessite de recourir aux mêmes
techniques algorithmiques de résolution de problèmes combinatoires [STA 95].

4.1.1. Tâche temps ŕeel

Une t̂ache temps ŕeel est l’entit́e de base des programmes temps réel. Ce sont ces entités
qui composent le programme d’un système temps ŕeel. Les t̂aches temps réel peuvent̂etre
assocíeesà des calculs, des alarmes, des traitements d’entrée/sortie, etc.

Les t̂aches temps réel permettent ainsi de contrôler le proćed́e externe via un ensemble de
capteurs et d’actionneurs intégŕes au proćed́e. Elles utilisent les primitives de l’exécutif

1. Ce chapitre est tiré du livre d’Herm̀es intituĺeSyst̀emes Temps Réel
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Figure 4.1. Le mod̀ele des t̂aches ṕeriodiques

temps ŕeel sur lequel elles sont exécut́ees pour communiquer entre elles, faire des acqui-
sitions de donńees (depuis des capteurs du système contr̂olé) ou encore actionner des com-
mandes sur le système contr̂olé. Mais pour respecter les caractéristiques du proćed́e (p. ex.
désactiverà temps le contr̂oleur de vitesse d’une voiture dont le conducteur actionne les
freins), les t̂aches sont soumisesà des contraintes temporelles. Il existe plusieurs modèles de
tâches : les t̂achespériodiques, apériodiquesetsporadiques. Uneconfigurationde t̂aches est
définie parn (n ∈ N∗) tâches.

4.1.1.1. Tâches ṕeriodiques

Les t̂aches ṕeriodiques repŕesentent les tâches ŕecurrentes dont les activations successives
sont śepaŕees par une ṕeriode constante. Il existe dans la littérature temps réel plusieurs
mod̀eles de t̂aches ṕeriodiques. Le plus simple mais aussi le plus fondamental est celui de
L IU et LAYLAND [LIU 73]. Leur mod̀ele repŕesente chaque tâche par deux param̀etres :
τ = (C, T ), où C désigne le temps d’exécution maximum de la tâche etT sa ṕeriode. Par
conśequent, toutes lesT unités de temps, la tâcheτ géǹere unerequête(la premìere reqûete
étant ǵeńeŕeeà l’instant0) qui doit s’ex́ecuter au plus pendantC unités de temps avant son
éch́eance qui cöıncide avec la date d’activation de la prochaine requête de la t̂ache. D’autres
mod̀eles existent mais les principaux, basés sur le mod̀ele de LIU et LAYLAND , ne font que
rajouter des param̀etres au mod̀ele de base.

Le param̀etrer permet de retarder la première ex́ecution des t̂aches et n’impose pas ainsi aux
tâches de commencer leur exécution au m̂eme moment̀a un instant0. Ce param̀etre est aussi
appeĺeDate d’activationde la t̂ache. La date d’activation de lakieme reqûete d’une t̂ache est
égaleà r + (k − 1)T . Deux t̂achesτ1 et τ2 sontà d́epart simultańe (ou synchrones) si leurs
dates d’activation sont́egales (c.-̀a-d.r1 = r2).

Le param̀etred dénote la date d’éch́eance de la tâche, datèa partir de laquelle, la tâche doit
avoir termińe son ex́ecution. Ce param̀etre permet de diff́erencier l’́ech́eance d’ex́ecution
des reqûetes de la date d’activation de la prochaine requête.À partir de cettéech́eance (dite
absolue) de lakieme reqûete, il est possible de définir une autréech́eance, l’́ech́eance relative
(par rapport̀a l’activation de lakieme reqûete)D = d − (k − 1)T de la t̂ache. L’́ech́eance
relative est aussi appeléedélai critique. Si l’ éch́eance relativeD d’une t̂acheτ estégaleà sa
périodeT , la tâche est ditèa éch́eance sur reqûete. La figure 4.1 repŕesente les param̀etres
de chaque t̂acheτ périodique.

Des caract́eristiques supplémentaires peuventêtre calcuĺees pour chaque tâche ṕeriodique :

∼ 46 ∼



F.Ridouard Premìere partie : Ordonnancement des tâches̀a suspension

– Le facteur d’utilisation du processeur par une tâcheτ : u = C
T

. Le facteur d’utilisation
d’un ensemble de tâchesI = {τi}1≤i≤n peut ainsi se d́efinir comme la somme des facteurs
d’utilisation des t̂achesτi : U =

∑n
i=1

Ci

Ti
.

– Le facteur de charge du processeur par une tâcheτ : ul = C
D

. Le facteur de charge d’un
ensemble de tâchesI = {τi}1≤i≤n peut ainsi se d́efinir comme la somme des facteurs de
charge des tâchesτi : Ul =

∑n
i=1

Ci

Di
.

– La laxité dynamique d’une tâcheτ repŕesente le nombre d’unités de temps que le pro-
cesseur peut passerà ne pas ex́ecuterτ sans risquer de manquer sonéch́eance. La laxit́e
dynamique d’une t̂acheτ à l’instantt : L(t) = D(t)−C(t) où D(t) = d− t etC(t) le temps
d’exécution restant̀a l’instantt.

– Le temps de ŕeponse de lakieme reqûete d’une t̂ache :Rk, est la diff́erence de temps
entre l’instant òu la t̂ache termine son exécution et l’instant òu elle s’est activ́ee.

– Le temps de ŕeponse d’une tâche :R, est le maximum des temps de réponse de ses
reqûetesR = maxk≥1 Rk.

Pour d́eterminer l’ordonnancement des tâches d’une configuration, les algorithmes affectent
suivant leurs crit̀eres une priorit́e à chaque t̂ache (not́eePrio). La tâche ayant la plus haute
priorité est ex́ecut́ee. Nous consid́ererons dans la suite, que la tâche la plus prioritaire est
celle dont la valeur dePrio est la plus faible.

Avant de commencer son exécution, il est possible qu’une tâche doive attendre la fin de
l’exécution d’une autre tâche. En effet, des tâches peuvent avoir entre elles, des relations de
synchronisation (śemaphore, l’activation d’uńevènement attendu par une autre, rendez-vous,
communication). Lorsque deux tâches sont ainsi liées, elles sont ditesdépendantes(sinon,
elles sontindépendantes) et poss̀edent unecontrainte de pŕećedence. Il existe deux types
de contraintes de préćedence : les contraintes simples et les contraintes géńeraliśees. Une
contrainte de pŕećedence simple entre deux tâchesτi et τj (c.-à-d.τi préc̀edeτj) est d́efinie
si la t̂acheτj doit attendre la fin de l’ex́ecution de la t̂acheτi pour d́ebuter la sienne. Les
deux t̂aches ont alors la m̂eme ṕeriode et un m̂eme nombre d’ex́ecutions. Une contrainte de
préćedence est ǵeńeraliśee si le nombre des exécutions des deux tâches n’est pas le m̂eme
(c.-à-d.τi s’exécute plusieurs fois avant queτj s’exécute ouτi s’exécute une fois avant que
τj s’exécute plusieurs fois) [RIC 01].

Des t̂aches peuvent au cours de leur exécution, partager des ressources critiques en exclusion
mutuelle (c.-̀a-d. qu’̀a chaque instant, au plus une seule tâche peut utiliser la ressource). Une
tâche ne peut pas utiliser une ressource occupée par une autre tâche.

4.1.1.2. Tâches aṕeriodiques

Une t̂ache aṕeriodique a une date d’activation qui n’est connue qu’à son activation et une
certaine duŕee d’ex́ecution. Par conśequent, deux param̀etres suffisent pour représenter une
tâche aṕeriodique :τ = (r, C), où r est sa date d’activation etC son temps d’ex́ecution.
Les t̂aches aṕeriodiques sont en géńeralà contraintes souples car elles n’ont pas d’éch́eance
avant la fin de leur ex́ecution. Dans le cas contraire, un paramètre d’́ech́eanced sera ajout́e
dans le mod̀ele des t̂aches.
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4.1.1.3. Tâches sporadiques

Les t̂aches sporadiques sont des tâches ŕecurrentes avec des contraintes strictes d’éch́eance.
Une t̂ache sporadique est définie par un param̀etreC et une duŕee minimumT entre deux
reqûetes successives de la tâche. Le mod̀ele peutêtre ǵeńeraliśe de la m̂eme façon que le
mod̀ele de t̂ache ṕeriodique.

4.1.2. Ordonnancement

Le concepteur d’un système temps ŕeel d́efinit une configuration (ou système) de t̂aches
périodiques. Elles sont soumisesà des contraintes temporelles dont le respect doitêtre va-
lidé (vérifié) avant la mise en service du système ou durant l’ex́ecution des t̂aches si leurs
caract́eristiques ne sont pas connues a priori.

4.1.2.1. Algorithmes hors-ligne/en-ligne

Les algorithmes d’ordonnancement peuventêtre clasśes en deux catégories, les algorithmes
d’ordonnancement hors-ligne et en-ligne.

Les algorithmes d’ordonnancement hors-ligneconstruisent la śequence d’ordonnancement
compl̀ete sur les bases des paramètres temporels de l’ensemble des tâches de la configuration.
L’ordonnancement est construit complètement avant l’ex́ecution de l’application.

Les algorithmes d’ordonnancement en-lignechoisissent, quant̀a eux, dynamiquement la
prochaine reqûeteà ex́ecuter en fonction des paramètres des t̂aches pr̂etesà l’exécution. Ils
ne connaissent̀a un instantt que les t̂aches dont les dates d’activation sont antérieures̀a t.

Un algorithme d’ordonnancement en-ligne estpréemptif si l’algorithme peut pŕeempter
l’exécution d’une t̂ache pour en choisir une autre. Dans le cas inverse, l’algorithme estnon
préemptif.

Selon le type d’attribution des priorités aux t̂aches, il existe troisclassesd’algorithmes en-
ligne :

– Lesalgorithmes̀a priorité fixe pour les t̂aches [LIU 73]attribuent une priorit́e à chaque
tâche (priorit́e qu’elle gardera d́efinitivement) pendant la conception du système. Ainsi
chaque reqûete d’une t̂ache h́erite de la priorit́e de la t̂ache.

– Lesalgorithmes̀a priorité fixe pour les reqûetespeuvent assigner une priorité différente
à chaque reqûete d’une t̂ache. Ainsi, d̀es qu’une nouvelle requête de t̂ache arrive dans le
syst̀eme, elle pourra avoir une priorité différente de celle de la requête pŕećedente de la
même t̂ache mais la gardera inchangée pendant toute la durée de sa vie.

– Lesalgorithmes̀a priorité dynamiqueassignent une priorité aux t̂aches mais les priorités
peuventévoluerà chaque instant. Une requête peut ainsi voir varier sa priorité durant son
exécution.

Un algorithme d’ordonnancement en-ligne estconservatif, s’il ne laisse jamais le processeur
inoccuṕe lorsque des tâches sont prêtesà s’ex́ecuter.
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Un algorithmeA estoptimal, si toute configuration pouvantêtre ordonnanćee en respectant
toutes les contraintes temporelles des tâches l’est avec l’algorithmeA. Et inversement, si
A ne peut pas ordonnancer une configuration de ce type alors aucun algorithme ne peut
l’ordonnancer.

4.1.2.2. Validation et Ordonnancement

La validation et l’ordonnancement d’un système sont tr̀es souvent considéŕes comme des
probl̀emes disjoints, bien qu’ils soient bien sûr fortement imbriqúes en ŕealit́e. Lorsque l’or-
donnancement est construit durant l’exécution (c.-̀a-d. en-ligne), alors la validation consisteà
analyser le comportement d’un algorithme fondé en ǵeńeral sur l’attribution de priorit́es aux
tâches. L’ordonnancement et la validation sont alors clairement sépaŕes et n’interagissent pas
(c.-à-d. pas d’́echange de données entre leśetapes de validation et d’ordonnancement). Cette
décomposition du problème d’ordonnancement consistant d’une part,à choisir un algorithme
d’ordonnancement, et d’autre part,à analyser son comportement, permet de réduire la vali-
dationà un probl̀eme d’́evaluation des performances. L’algorithme de validation est désigńe
sous le nom detest d’ordonnançabilitédans la litt́erature [BAR 04]. Un test positif indique
que pour tous les comportements possibles du système alors les contraintes temporelles des
tâches seront respectées durant leur exécution.

4.1.2.3. Simulation/Analyse pire cas

Les t̂aches ṕeriodiques sont ex́ecut́ees ind́efiniment. Bien que l’ordonnancement soit infini, la
périodicit́e des t̂aches permet de limiter la recherche des fautes temporelles dans un intervalle
de temps borńe, appeĺe intervalle de faisabilit́e ou d’́etude (feasibility interval) [LEU 80]. La
périodicit́e de l’ordonnancement dépend duppcm2 des ṕeriodes des tâches et est d́esigńee
sous le nom d’hyperṕeriode:

– la longueur de l’intervalle d’́etude est́egale au ppcm des périodes si les t̂aches sont̀a
départ simultańe ;

– si les t̂aches ne sont pas̀a d́epart simultańe, la longueur de l’intervalle d’étude est
égale au maximum des dates d’activation plus deux fois le ppcm des périodes :maxi{ri} +
2 ppcm{Ti}.

Simplifier le test d’ordonnançabilité en un probl̀eme d’́evaluation de performance suggère
l’utilisation de techniques de simulation. Bien que cette technique soit très utile durant la
conception pŕeliminaire d’un syst̀eme, nous rejetons son utilisation comme test d’ordon-
nançabilit́e pour les stratégies d’ordonnancement en-ligne. En effet, l’idée couramment ren-
contŕee, consistant̀a simuler le comportement du système sur les bases des caractéristiques
de l’ordonnanceur et du comportement pire cas de chaque tâche, ne conduit pas nécessaire-
ment au pire comportement du système. L’instabilit́e d’un ordonnancement, liéeà la variation
des param̀etres des t̂aches durant leur exécution, peut engendrer des situations qui n’auront
jamaisét́e simuĺees. La simulation, aussi bien que les tests logiciels classiques, ne permettent
en aucun cas de conclure avec certitude que les tâches respecteront leurs contraintes tempo-
relles. Seule une analyse pire cas, qui repose sur la caractérisation du pire comportement de
l’application temps ŕeel, permettra d’arriver̀a une conclusion fiable.

2. Plus Petit Commun Multiple

∼ 49 ∼



LISI-ENSMA Chapitre 4 : Ordonnancement temps réel monoprocesseur

tâchesri Ci Di Ti Prioi

τ1 0 1 3 3 1
τ2 0 4 6 6 2

Tableau 4.1.Exemple d’affectation de priorités selonRM

τ1

τ2

τ1 τ2

Figure 4.2. Ordonnancement de la configuration du tableau 4.1 avec
l’algorithme RM

4.2. Principaux algorithmes d’ordonnancement pŕeemptif en-ligne

Dans ce paragraphe, nous détaillons les principaux algorithmes classiques en-ligne pour l’or-
donnancement préemptif de t̂aches ṕeriodiques. Pour chacun de ces algorithmes, le mode
d’affectation des priorit́es aux t̂aches ainsi que son fonctionnement sont détaillés.

4.2.1. Rate Monotonic (RM )

L’algorithmeà priorit́e fixe pour les t̂aches,Rate Monotonicou (RM), aét́e introduit par LIU
et LAYLAND en 1973 [LIU 73].

Définition 8 Les priorit́es selon l’algorithmeRM sont inversement proportionnelles aux
périodes des t̂aches. La t̂ache la plus prioritaire est celle ayant la plus petite période.

Exemple 1 Affectation de priorit́es et d’ordonnancement d’une configurationI sousRM :
le tableau 4.1 repŕesente l’affectation de priorités pour une configuratioǹa deux t̂aches.τ1

est la t̂ache ayant la plus petite période, elle se retrouve donc avec la plus grande priorité.
Ainsi comme l’illustre la figure 4.2, la tâcheτ1 est ex́ecut́ee avantτ2.

Propri été 1 L’algorithmeRM est optimal dans la classe des algorithmesà priorité fixe pour
l’ordonnancement de tâches ṕeriodiques, ind́ependantes,̀a départ simultańe au d́emarrage
et à éch́eance sur reqûete. Si l’une de ces deux dernières conditions est relâch́ee,RM n’est
plus optimal.
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tâchesri Ci Di Ti Prioi

τ1 0 1 4 4 1
τ2 0 3 6 6 2
τ3 0 2 8 8 3

Tableau 4.2.Exemple d’affectation de priorités selonDM

4.2.2. Deadline Monotonic (DM )

L’algorithme Deadline Monotonicou (DM) a ét́e introduit par LEUNG et WHITEHEAD en
1982 [LEU 82]. Cet algorithme,̀a priorit́e fixe pour les t̂aches, diff̀ere deRate Monotoniccar
il base son ordonnancement non pas sur les périodes mais sur leśech́eances relatives.

Définition 9 Les priorit́es selon l’algorithme Deadline Monotonic sont inversement propor-
tionnelles aux́ech́eances relatives des tâches. La t̂ache la plus prioritaire est celle ayant la
plus petitéech́eance relative.

Exemple 2 Affectation des priorit́es d’une configuration selonDM :
le tableau 4.2 montre l’affectation de priorités pour une configuratioǹa trois tâches. La plus
haute priorit́e est affect́eeà τ1 car elle est la t̂ache avec la plus faibléech́eance relative.

Propri été 2 L’algorithme DM est optimal pour l’ordonnancement de tâches ṕeriodiques,
indépendantes et̀a départ simultańe au d́emarrage.À noter que si les tâches sont̀a éch́eance
sur reqûete,RM et DM sontéquivalents.

4.2.3. Earliest Deadline First (EDF)

Earliest Deadline Firstou (EDF), qui est un algorithmèa priorit́e fixe pour les reqûetes, fut
présent́e parJacksonen 1955 [JAC 55].

Définition 10 Earliest Deadline First attribue,̀a chaque instantt, la priorité la plus grande
à la reqûete ayant la plus petitéech́eance absolue.

Exemple 3 Ordonnancement d’une configuration de tâches sousEDF. La configuration est
celle pŕesent́ee pourDM (Tableau 4.2) :
la longueur de l’ordonnancementà tester est de 24 unités de temps (24 = ppcm(4,6,8)) (cf.
Paragraphe 4.1.2.3). Cette configuration n’est pas ordonnançable sousDM car la tâcheτ3

manque sa première éch́eance. Cette configuration est ordonnançable parEDF : à l’instant
0, EDF affecte les m̂emes priorit́es queDM (tableau 4.2). Par conśequent, jusqu’̀a l’instant6,
les ordonnancements sousEDF et sousDM sont identiques. Mais̀a cet instant, les priorit́es
sousEDF changent alors qu’elles restent statiques avecDM. Ainsi la reqûeteτ3,1 récup̀ere la
plus haute priorit́e et s’ex́ecute avantτ2,2.

Propri été 3 Earliest Deadline First est optimal pour l’ordonnancement de configuration
de t̂aches ind́ependantes. Par conséquent, si une configuration (avec les caractéristiques
préćedentes) est ordonnançable, elle le sera parEDF [DER 74, LAB 74].
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4.2.4. Least Laxity First (LLF )

Least Laxity First [MOK 83] est un algorithmèa priorit́e dynamique. Les priorités assigńees
par LLF aux reqûetes sont inversement proportionnellesà la valeur de la laxit́e dynamique
des reqûetes.

Définition 11 Least Laxity First attribuèa chaque instantt la priorit é la plusélev́eeà la
reqûete ayant la plus faible laxité dynamique. La laxité de lak

e reqûete deτi à un instantt
estégaleà Li,k(t) = di,k − t − Ci(t) = Di(t) − Ci(t), où di,k est l’éch́eance absolue de la
kieme reqûete.

Exemple 4 Ordonnancement d’une configuration de tâches sousLLF. Cette configuration
est celle choisie pour montrer un exemple d’affectation de priorités parDM (Tableau 4.2) :
Elle est non ordonnançable parDM. L’ordonnancement sousLLF est lui faisable :̀a l’instant
0, LLF affecte les m̂emes priorit́es aux t̂aches queDM (tableau 4.2). Mais commeLLF est
un algorithmeà priorité dynamique,̀a l’instant 4, τ3,1 devient plus prioritaire queτ1,2. Et à
l’instant 5, inversement,τ1,2 est plus prioritaire queτ3,1. Ainsi l’ordonnancement est faisable
sousLLF.

Propri été 4 Least Laxity First (commeEDF), est un algorithme optimal pour l’ordonnan-
cement de t̂aches ind́ependantes et avec deséch́eances relatives inférieures ouégales aux
périodes [DER 89, MOK 83].

4.3. Extension de l’ordonnancement

Dans ce paragraphe, nous présentons plusieurs extensions classiques de l’ordonnancement
temps ŕeel : l’ordonnancement de tâches avec gigue sur activation, surcharge du processeur,
ordonnancement en présence de tâches aṕeriodiques, les anomalies d’ordonnancement, les
contraintes de préćedence et le partage de ressources critiques.

4.3.1. Gigue sur activation

En ŕealit́e, entre l’instant d’activation d’une tâche ṕeriodique et l’instant òu elle est pr̂eteà
s’exécuter, il peut exister un délai variable appelé aussigigue sur activation. Ce d́elai not́e
Ji pour la t̂acheτi, permet de représenter le temps nécessaire pour effectuer l’acquisition de
donńees (ŕeseau . . . ). La prise en compte de ce paramètre suppĺementaire ńecessite d’adapter
les tests d’ordonnnançabilité. On pourra par exemple consulter [AUD 93, TIN 92, BUR 95]
pour les algorithmes̀a priorit́e fixe et [SPU 96a] pour les algorithmesà priorit́e dynamique.

4.3.2. Surcharge du processeur

Un syst̀eme est en surcharge processeur lorsque les ressources nécessaires pour exécuter les
tâches du système sont plus importantes que les ressources disponibles.
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L’algorithme d’ordonnancementEDF est tr̀es sensible aux surcharges du processeur. En effet,
si une t̂ache vient̀a manquer sońech́eance,EDF qui fonde ses d́ecisions d’ordonnancement
sur la proximit́e de l’́ech́eance des tâches, donnera ainsi plus grande priorité à la t̂ache qui
est en train de manquer sonéch́eance. Ainsi les autres tâches qui suivent la tâche en retard se
retrouveront elles-m̂emes retard́ees et manquerontà leur tour leuŕech́eance. Cette escalade
de fautes temporelles est appelée l’effet domino[STA 95]. Des techniques d’augmentation
de ressources (rajouter des processeurs ou augmenter la vitesse du processeur) permettent
d’améliorer l’efficacit́e des algorithmes d’ordonnancement en-ligne et plus particulièrement
EDF [CHA 05, PHI 97] dans les situations de surcharge.

4.3.3. Ordonnancement de configuration comprenant des tâches aṕeriodiques

Lors de l’ordonnancement de configuration de tâches ṕeriodiques, des tâches aṕeriodiques
(p. ex. des alarmes du système) peuvent apparaı̂tre et doivent̂etre ordonnanćees sur le proces-
seur. Il existe plusieurs ḿethodes pour l’ordonnancement de tâches aṕeriodiques sousRM et
EDF. Une premìere ḿethode (en arrière plan) consistèa ordonnancer les tâches aṕeriodiques
pendant les temps de oisiveté du processeur. Une seconde approche consisteà cŕeer une
tâche ṕeriodique d́edíee au service des tâches aṕeriodiques. Plusieurs types de serveurs ont
ét́e propośes dans la litt́erature : le serveur̀a scrutation (polling server) [SPR 89], serveur
ajournable (Deferrable server) [LEH 87, STR 95], serveur̀a échange de priorités (Prio-
rity Exchange server) [SPR 88, LEH 87, SPU 94], serveur sporadique (Sporadic server)
[SPR 89, SHA 88, SPU 94, SPU 96b] et le serveurEarliest Deadline Last(EDL) [CHE 89].
Enfin, dernier type de serveur, les serveursà largeur de bande :Constant Bandwidth Server
(CBS) présent́e parAbeni [ABE 98] et Total Bandwidth Server(TBS) présent́e par SPURI

et BUTTAZZO [SPU 94, SPU 95]. Nous renvoyons aux références pour la d́efinition de ces
diff érentes approches.

4.3.4. Anomalies d’ordonnancement

Une anomalie d’ordonnancement est liée à l’instabilité de l’ordonnanceur. Ce problème,
bien connu en environnement multiprocesseur [GRA 69], se formule de la façon suivante :
un syst̀eme ordonnançable avec les pires durées d’ex́ecution peut̂etre non ordonnançable
avec des duŕees d’ex́ecution plus petites.

La validation d’algorithme d’ordonnancement basé sur les priorit́es est un problème diffi-
cile. Le temps d’ex́ecution d’une t̂ache peut varier d’une requêteà l’autre et il faut v́erifier
la validation du syst̀eme pour toutes les variations possibles. Mais si un système ne poss̀ede
pas d’anomalie d’ordonnancement, la validation du système peut se simplifier en considérant
pour duŕee d’ex́ecution de chaque requête, la pire duŕee d’ex́ecution de la t̂ache. Le système
est alorsrobuste(il n’est pas sujet̀a des anomalies d’ordonnancement pour le système
de t̂aches consid́eŕe). Uneanomalie d’ordonnancementsurvient lorsque ŕeduire la duŕee
d’exécution d’une t̂ache peut augmenter le temps de réponse de certaines tâches pouvant
ainsi conduirèa manquer unéech́eance. Voici un exemple de système monoprocesseur qui
subit des anomalies d’ordonnancement :
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TâchesCi Di = Ti Prioi

τ1 1 3 1
τ2 2 6 2
τ3 4 12 3

Tableau 4.3.Tâchesà éch́eance sur reqûeteà ordonnancer sans préemption et
avec des priorit́es fixes (Prioi)

a) C2 = 2 b) C2 = 1

Figure 4.3. Anomalies d’ordonnancement en non préemptif pour le système de
tâches du tableau 4.3

Exemple 5 Sur le tableau 4.3 est représent́e un syst̀eme de t̂achesà ordonnancer sans pré-
emption. La figure 4.3 présente deux ordonnancements : dans le premier, les tâches sont
ex́ecut́ees avec leurs pires durées d’ex́ecution (a), tandis que dans le second, la tâche2
s’ex́ecute en1 seule unit́e de temps au lieu de2 (b). Ainsi, en construisant la m̂eme śequence
de reqûetes, ŕeduire la duŕee d’ex́ecution deτ2 rend le syst̀eme non ordonnançable.

Voici d’autres exemples de système monoprocesseur subissant des anomalies d’ordonnance-
ment : les syst̀eme pŕeemptifs avec algorithmèa priorit́e fixe et t̂aches avec contraintes de
préćedence (une autre anomalie survient si le nombre de contraintes de préćedence dimi-
nue). Un autre exemple, celui des systèmes pŕeemptifs avec algorithme dynamique (EDF) et
tâches̀a suspension [RID 04]. Les tâches̀a suspension sont des tâches qui au court de leur
exécution ont besoin de se suspendre pour effectuer des opérations externes (telles que des
opérations d’entŕee/sortie).

4.3.5. Contraintes de pŕećedence

Dans ce paragraphe, nous détaillons les solutions existantes dans la littérature pour l’ordon-
nancement de configurations de tâches avec contraintes de préćedence.

SousEDF, l’ordonnancement de tâches soumises̀a des contraintes de préćedence peut se
faire en modifiant les dates d’arrivée et leséch́eances relatives des requêtes des t̂aches
[CHE 90, SPU 93, JEF 92]. L’ordonnancement construit parEDF conduit à respecter les
contraintes de préćedence et leśech́eances. Une telle approche ne peut pasêtre effectúee
pour les algorithmes̀a priorit́e fixe en raison d’existence d’anomalies d’ordonnancement
[RIC 02].
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4.3.6. Partage de ressources

Lorsqu’un ensemble de tâches partage des ressources critiques en exclusion mutuelle, il est
prouv́e qu’il n’est pas possible de déterminer un algorithme en-ligne optimal [BAR 90b,
LEU 80, LEU 82]. Il existe deux principaux problèmes : l’inversion de priorit́e qui survient
lorsqu’une t̂ache poss̀ede une ressource critique et empêche ainsi une tâche de plus haute
priorité de s’ex́ecuter et l’interblocagequi survient lorsque deux tâches ayant besoin de deux
mêmes ressources critiques pour leur exécution en poss̀edent chacune une. Ainsi, elles se
retrouvent mutuellement bloquées dans l’attente de la libération de la ressource manquante.

Des protocoles de gestion de ressources ontét́e cŕeés pour pallier ces problèmes et ainsi
améliorer l’ordonnancement des tâches : le Protocolèa Héritage de Priorit́e (Priority In-
heritance protocol) [RAJ 91, SHA 90] et le Protocolèa Priorit́e Plafond (Priority Ceiling
protocol) [RAJ 89, SHA 90] etSRP(Stack Resource Protocol) pourEDF [BAK 91].

4.4. Introduction aux tests d’ordonnançabilité

Nous consid́erons la validation d’un système reposant sur un ordonnanceur en-ligne. Trois
techniques d’analyse pire cas existent dans la littérature (tests d’ordonnançabilité) : l’analyse
du facteur d’utilisation du processeur, l’analyse de la demande processeur et l’analyse
du temps de ŕeponse. Ces techniques ne sont pas en pratiqueéquivalentes.

La majorit́e des monographies en temps réel pŕesentent śepaŕement l’ordonnancement des
tâches̀a priorit́e fixe età priorit́e dynamique. Nous choisissons ici une présentation diff́erente
afin de clairement dissocier la différence entre les tests exacts et approchés.Nous nous limi-
tons aux tests sur les t̂aches ṕeriodiques.

4.4.1. Principe des analyses d’ordonnançabilité

Les tests d’ordonnançabilité établis pour chaque analyse peuvent se classer en deux ca-
tégories : les tests exacts et les tests approchés. Les tests exacts fournissent des condi-
tions ńecessaires et suffisantes de garantie du respect deséch́eances des tâches (pas tou-
jours des approches pire cas). Les tests approchés ne sont que des conditions suffisantes
d’ordonnançabilit́e. Ils sont soit des approximations de tests exacts mais avec une complexité
algorithmique moindre, soit ils ne permettent pas de conclure pour toutes les configurations
de t̂aches. Dans ce dernier cas, la réponse des tests d’ordonnançabilité retourneoui, la confi-
guration de t̂aches est ordonnançable ou dans le cas inverse, le test ne peut pas conclure.

L’analyse du facteur d’utilisation chercheà d́eterminer si les besoins de la configuration de
tâches̀a ordonnancer n’excèdent pas les capacités du processeur.

Définition 12 L’analyse du facteur d’utilisation est un test d’ordonnançabilité qui consiste
à calculer le facteur d’utilisation d’une configuration de tâches puis̀a vérifier qu’il n’excède
pas la valeur seuil proprèa l’algorithme d’ordonnancement utilisé.
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Dans le principe, l’analyse du temps de réponse et l’analyse de la demande processeur re-
pose sur un m̂eme constat :un dépassement d’́ech́eance ne survient jamais lorsque le
processeur est libre. Ces analyses se restreignentà l’étude des intervalles de temps où le
processeur ex́ecute des t̂aches :les ṕeriodes d’activité (busy periods)[LEH 89]. L’analyse
du temps de ŕeponse et l’analyse de la demande processeur portent sur l’étude d’une ou plu-
sieurs ṕeriodes d’activit́e. Chaque ṕeriode d’activit́e à analyser vâetre caract́eriśee parun
sćenario pire cas. Bien que les deux analyses reposent sur le même constat, les principes de
ces deux tests sont différents.

Définition 13 [JOS 86] L’analyse du temps de réponse est un test d’ordonnançabilité en
deuxétapes :

– tout d’abord le pire temps de réponseRi (ou une borne suṕerieure) de chaque tâche est
calcuĺe,

– puis le respect deśech́eances est testé en v́erifiant : Ri ≤ Di, 1 ≤ i ≤ n (complexit́e
algorithmique enO(n)).

L’analyse des temps de réponse se fait tâche par t̂ache et la complexité du test d’un système
de t̂aches est principalement liée au calcul des pires temps de réponse. Par contre, l’analyse
de la demande processeur est un test considérant toutes les tâches simultańement.

Définition 14 L’analyse de la demande processeur revientà tester pour tout intervalle de
temps[t1, t2] que la duŕee maximum cumulée (ou une borne supérieure) des ex́ecutions des
reqûetes, qui ont leur ŕeveil et leuŕech́eance dans l’intervalle, est inférieureà t2− t1 (c.-à-d.
n’exc̀ede pas la longueur de l’intervalle).

4.4.2. Définition de principaux concepts

Nous pŕesentons maintenant les concepts nécessaires̀a l’étude de ces techniques d’analyse
de l’ordonnançabilit́e d’un syst̀eme de t̂aches.

4.4.2.1. Périodes d’activit́e et sćenario de test

Définition 15 Une ṕeriode d’activit́e du processeur est un intervalle de temps]a, b[ de l’or-
donnancement tel que le processeur a exécut́e toutes les reqûetes arriv́ees avant la datea et
a termińe à la dateb toutes les reqûetes arriv́eesà partir de la datea.

Lorsque l’ordonnanceur est conservatif, c’est-à-dire qu’il n’ins̀ere pas de temps creux dans
l’ordonnancement s’il existe une tâche pr̂eteà s’ex́ecuter, le nombre de périodes d’activit́es
diff érentes est fini puisque l’ordonnancement est périodique avec une périodeégale au ppcm
des ṕeriodes des tâches. Pŕeciśement, l’ordonnanceur vâetre confront́e exactement au m̂eme
sćenario d’activation des tâches̀a chaque d́ebut d’hyperṕeriode et prendra en conséquence
exactement les m̂emes d́ecisions. Toutefois, l’analyse de toutes les périodes d’activit́e n’est
en ǵeńeral pas possible puisque leur nombre est exponentiel. De plus, trouver dans quelle
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période d’activit́e une t̂ache ne respectera pas sonéch́eance n’est pas un problème simple et
nécessite dans la majorité des cas un temps de calcul exponentiel dans la taille du système
de t̂aches̀a analyser. Pour des systèmes simples de tâches, nous allons présenter les ŕesultats
analytiques connus pour caractériser la ṕeriode d’activit́e et trouver les t̂aches ne respectant
pas leurśech́eances dans un système non ordonnançable.

Dans le cas d’un systèmeà priorit́e fixe, tester l’ordonnançabilité d’une t̂acheτi ne ńecessite
pas de consid́erer les t̂aches moins prioritaires puisqu’elles n’engendreront pas d’interférence
surτi. Ceci revient̀a d́efinir une ṕeriode d’activit́e se limitant̀a un sous-ensemble de tâches
prioritaires.

Définition 16 (Syst̀emesà priorité fixe) Une ṕeriode d’activit́e du processeur de niveaui
est un intervalle de temps où le processeur n’ex́ecute que des tâches ayant une priorité
suṕerieure ouégaleà i (i-level busy period).

Une ṕeriode d’activit́e vaêtre caract́eriśee par les dates d’activation de requêtes qui la d́ebutent.
Nous pouvons maintenant définir la notion de sćenario.

Définition 17 Un sćenario est l’ensemble des dates d’activation des requêtes permettant de
caract́eriserunepériode d’activit́e du processeur.

Deux cas se produiront suivant que les pires scénarios consid́eŕes durant le test se produiront
ou non durant la vie du système :

– le sćenario se produit ńecessairement dans la vie du système : le test d’ordonnançabilité
résultant est alors exact et définit une condition ńecessaire et suffisante pour que le système
de t̂aches soit ordonnançable,

– le sćenario ne se produit pas forcément dans la vie du système : le test est alors approché
puisque la demande processeur est surestimée. Ceci introduit donc dupessimismedans le test
d’ordonnançabilit́e, c’est-̀a-dire qu’une borne supérieure de la demande processeur est cal-
culée. Le test est uniquement une condition suffisante d’ordonnançabilité : si le test renvoie
vrai alors le syst̀eme est ordonnançable, sinon on ne peut pas conclure.

Exemple 6 Quelques exemples de scénarios conduisant soit̀a un test exact, soit̀a un test
approch́e :

• Tests exacts : le scénario se produit toujours dans la vie de l’application.
- Ordonnancement de tâches ṕeriodiquesà départ simultańe età priorité fixe : le pire

sćenario est d́efini par le ŕeveil simultańe d’une reqûete de chaque tâche (c.-̀a-d. l’instant
critique). Ce sćenario se produit au d́emarrage de l’application.

- Ordonnancement de tâchesà départ diff́eré et gigue sur activation. On peut toujours
définir les valeurs des gigues de façonà créer un instant critique (resynchroniser l’activation
des t̂aches au d́ebut d’une ṕeriode d’activit́e) et se ramener ainsi au pire scénario d́evelopṕe
ci-dessus.
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• Tests approch́es : le sćenario peut ne pas se produire dans la vie de l’application.
- Ordonnancement de tâches ṕeriodiquesà départ diff́eré et à priorité fixe : le pire

sćenario est d́efini par le ŕeveil simultańe des t̂aches. Savoir si ce scénario se produira
dans la vie de l’application est co-NP-Complet (problème de congruences simultanées). En
conśequence, la demande processeur calculée sera une borne supérieure.

- Ordonnancement de tâches ṕeriodiquesà priorité fixe en non pŕeemptif : le pire
sćenario pour la t̂acheτi survient lorsqu’elle est ŕeveilĺee en m̂eme temps que les requêtes
des t̂aches plus prioritaires (τ1, ..., τi−1) et juste apr̀es de la plus longue tâche parmi les
moins prioritaires(maxj=i+1,..., Cj). Analyser si ce sćenario surviendra ou non dans la vie
de l’application n’est pas un problème simple a priori. En conséquence le test correspondant
sera approch́e. Ŕecemment, [BRI 06] montre que le calcul du temps de réponséetait opti-
miste (c.-̀a-d. faux) et que le pire temps de réponse n’est pas toujours associé à la premìere
reqûete au sein de la ṕeriode d’activit́e d́efinie dans ce scénario.

Afin de faciliter la conception de tests exacts, deux hypothèses se rencontrent presque sys-
tématiquement dans la littérature. Elles permettent d’assurer que le pire scénario se produit
dans la vie du système. Ces hypoth̀eses sont d’introduire unegigue sur activation(permettant
ainsi de traiter les systèmes distribúes) ou de consid́erer destâches sporadiquesplutôt que
des t̂aches ṕeriodiques (la ṕeriode entre deux requêtes est une durée minimum et non une
duŕee exacte, comme dans le cas des tâches ṕeriodiques). Ces hypothèses supplémentaires
permettent de considérer un probl̀eme d’ordonnancement plus géńeral, mais dont les pires
sćenarios sont plus simplesà caract́eriser, en ordonnancement monoprocesseur.

Exemple 7 Voici des exemples introduisant une simplification en jouant sur la périodicité
des activations des tâches :

– Ordonnancement de tâches sporadiques̀a priorité fixe età départ diff́eré : le sćenario
où toutes les t̂aches se ŕeveillent simultańement pourra se produire dans la vie du système.
Dans le cas de tâches strictement périodiques, une telle caractérisation n’existe pas.

– OrdonnancementEDF de t̂aches sporadiques : le pire temps de réponse d’une tâche
τi survient dans une ṕeriode d’activit́e òu toutes les t̂aches autres queτi sont ŕeveilĺees
simultańement et òu τi se ŕeveilleà une date d’́ech́eance d’une autre tâche. Le test exact de
Spuri [SPU 96a] dans le cas sporadique ne serait pas exact si les tâcheśetaient strictement
périodiques, car le pire sćenario ne se produirait pas forcément dans la vie du système.

– Ordonnancement de tâches ṕeriodiquesà priorité fixe et d́epart diff́eré avec gigue sur
activation des t̂aches : les gigues vont permettre de resynchroniser les tâches de façoǹa
définir le pire sćenario qui se produira dans la vie du système.

4.4.2.2. Évaluation de la demande processeur

Caract́eriser l’activit́e du processeur revientà compter les reqûetes activ́ees dans un intervalle
de temps (c.-̀a-d. dans la ṕeriode d’activit́e). Deux fonctions vont̂etre particulìerement utiles
pour analyser l’activit́e du processeur associée aux ex́ecutions des requêtes des t̂aches. Cette
activité sera dans la suite désigńee sous le nom dedemande processeur. Deux fonctions
permettent de d́efinir la demande processeur sur un intervalle de temps [MAN 98, BAR 03] :
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– la demande processeur des tâches ŕeveillées avant une datet, qui sera not́ee rbf(t)
(request bound function, parfois notéeG(t)),

– la demande processeur des tâches devant se terminer avant la datet (l’ éch́eance est avant
ou à la datet), qui sera not́eedbf (demand bound function, parfois notéeH(t)).

La premìere fonction est particulièrement utile pour analyser les systèmesà priorit́e fixe,
tandis que la seconde est utile pour analyser l’ordonnancement produit parEDF. Nous nous
limitons aux t̂aches̀aéch́eance contrainte (Di ≤ Ti - constrained deadline) età d́epart diff́eŕe
(asynchronous) pour illustrer les définitions de ces deux fonctions.

La demande processeur des tâches ŕeveillées dans l’intervalle de temps[0, t[ repose sur
le nombrek d’activation d’une t̂acheτi dans cet intervalle de temps. Cela nécessite de
connâıtre la dernìere reqûete activ́ee avant la datet. Les deux ińegalit́es suivantes permettent
de d́eterminerk :

ri + (k − 1)Ti < t ⇒ k <
t− ri

Ti

+ 1

ri + kTi ≥ t ⇒ k ≥ t− ri

Ti

Nous devons de plus assurerk ≥ 0. Ces ińegalit́es seront respectées pour :k = max(0, d t−ri

Ti
e).

Notons que les requêtes comptabiliśees ne sont pas nécessairement terminéesà la datet. La
duŕee maximum cumulée de travail processeur associée aux ŕeveils deτi sur l’intervalle de
temps[0, t[ est not́eerbf (request bound function) :

rbf (τi, t) = max

(
0,

⌈
t− ri

Ti

⌉)
Ci

La fonction de travail du processeur sur l’intervalle[0, t[ tient compte des requêtes de toutes
les t̂aches :

W (t) =
n∑

j=1

rbf (τj, t) (4.1)

Le travail processeur est une fonction en escalier. La droite affinef(t) = t définit la capacit́e
maximum de traitement du processeur (avec une vitesse unitaire). Ainsi, lorsqueW (t) = t,
alorsà cette date, le processeur a terminé toutes les reqûetes ŕeveillées dans l’intervalle[0, t[.

Pour les syst̀emes̀a priorit́e fixe, la fonction de travailWi(t) est la duŕee cumuĺee des t̂aches
de priorit́e suṕerieure oúegaleà i et ŕeveillées dans l’intervalle[0, t[ :

Wi(t) =
i∑

j=1

rbf (τj, t) (4.2)
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tâchesCi Di Ti Ri

τ1 2 10 10 2
τ2 10 25 30 14
τ3 55 100 120 119

Tableau 4.4.Syst̀eme de t̂aches. La colonneRi indique les temps de réponse
des t̂aches avec un ordonnanceurà priorité fixe

Figure 4.4. Fonctionsrbf (t), dbf (t) etf(t) = t pour le syst̀eme de t̂aches du
tableau 4.4

La fonctiondbf (t1, t2) (demand bound function) est la durée cumuĺee des reqûetes dont la
date d’activation et l’́ech́eance sont dans l’intervalle[t1, t2]. Nous pouvons d́efinir le nombre
k d’activation d’une t̂acheτi. Pour d́eterminer les reqûetes dont leśech́eances surviennent
dans un intervalle[0, t], nous identifions la dernière reqûete de la t̂acheτi avec les deux
inégalit́es suivantes :

ri + (k − 1)Ti + Di ≤ t ⇒ k ≤ t− ri −Di

Ti

+ 1

ri + kTi + Di > t ⇒ k >
t− ri −Di

Ti

Nous savons aussi quek ≥ 0. Ces ińegalit́es seront respectées pour la t̂acheτi : k =

max
(
0, b t−ri−Di

Ti
c+ 1

)
. Nous avons donc la demande processeur des requêtes d’́ech́eances

inférieures oúegales̀a t dans l’intervalle[0, t[ :

dbf (0, t) =
n∑

i=1

max

(
0,

⌊
t− ri −Di

Ti

⌋
+ 1

)
× Ci (4.3)

Exemple 8 Consid́erons un système de trois t̂achesà départ simultańe dont les param̀etres
sont indiqúes dans le tableau 4.4. La colonneRi donne les temps de réponse des tâches
lorsqu’elles sont ordonnancées avec des priorités fixes. Nous constatons que la tâcheτ3

n’est pas ordonnançable (alors qu’elle le serait avec uneéch́eanceégaleà la période). La
figure 4.4 repŕesente les fonctionsW3(t) = rbf (t) etdbf (t).

En raisonnant sur des inégalit́es simples comme nous l’avons fait dans les paragraphes
préćedents, nous pouvons géńeraliser les formules préćedentes pour traiter des systèmes plus
complexes, tels que ceux introduisant par exemple des paramètres suppĺementaires dans la
définition des t̂aches comme la gigue sur activation ou des temps de blocage associésà l’at-
tente devant les ressources critiques (c.-à-d. le facteur de blocage). Il convient toutefois d’être
vigilant afin d’assurer que les valeurs calculées par les fonctionsrbf oudbf sont des bornes
suṕerieures de la demande processeur, sinon le test d’ordonnançabilité correspondant ne se-
rait pas correct. Ceci nécessite de caractériserle(s) pire(s) sćenario(s)d’arrivée des reqûetes
engendrant la plus grande activité du processeur.
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4.4.2.3. Tests approch́es

L’objectif d’un test approch́e est de fournir unedécision approch́eeau probl̀eme d’ordon-
nançabilit́e : si le test approch́e renvoie ordonnançable, alors les tâches respecteront leurs
contraintes temporelles, sinon on ne peut pas conclure. La principale motivation pour conce-
voir un test approch́e est de d́efinir des algorithmes de test avec une complexité algorith-
mique plus faible, soit parce que le test exact nécessite un temps de calcul exponentiel ; soit
parce que le test doit̂etre utiliśe en-ligne pour contrôler l’admission de nouvelles tâches
périodiques.

Les tests approchés vont donc utiliser des valeurs approchées de la demande processeur
(c.-à-d. des bornes supérieures des fonctions présent́ees dans le paragraphe préćedent) et
limiter le nombre d’it́erations ńecessaires pour prendre une décision. Ces deux opérations
vont introduire dupessimismedans les ḿethodes d’analyse.

Il est important (et peu rassurant) de constater qu’aucune estimation quantitative du pessi-
misme des tests approchés n’est en ǵeńeral rigoureusement proposée dans la litt́erature. Les
évaluations reposent uniquement sur des simulations numériques qui ne comparent pas le
test approch́e avec un test exact. De façon géńerale, les tests approchés d’ordonnançabilité
conduisent̀a surdimensionner les systèmes afin de satisfaire la condition suffisante d’ordon-
nançabilit́e d́efinie dans le test de validation !

Nous rappelons tout d’abord quelques définitions sur l’approximation polynomiale, puis
nous illustrons les tests avec garantie de performance sur les tâches̀a priorit́e fixe.

Une estimation du pessimisme des méthodes approchées peut̂etre obtenue en utilisant desal-
gorithmes d’approximation (ou approch́es). Ces algorithmes sont utilisés pour ŕesoudre de
façon approch́ee des problèmes d’optimisation. L’int́er̂et d’un algorithme d’approximation
est de posśeder unegarantie de performancevis-à-vis d’une ḿethode exacte. Préciśement,
soit A un algorithme approch́e etOPT une ḿethode exacte, alors la borne d’erreurε (0 <
ε < 1) de l’algorithmeA pour toute configurationI du probl̀eme d’optimisation est d́efinie
par :

|A(I)−OPT (I)|
OPT (I)

≤ ε

Un algorithme approch́e a une garantie de performance bornée par leratio suivant :rA =
1+ ε (pour un probl̀eme de minimisation). Ce ratio définit donc les pires ŕesultats que pourra
atteindre l’algorithme approché A en consid́erant toutes les configurations possibles d’un
probl̀eme d’optimisation. Une approximation polynomiale est un algorithme avec un ratio
constant. Un sch́ema d’approximation est un algorithme paramétrique, de param̀etreε, qui
peut s’approcher aussi près que possible de la valeur optimale de la fonction optimisée. Le
ratio d’un sch́ema d’approximation polynomiale (PTAS - Polynomial Time Approximation
Scheme) s’́ecrit sous la forme :rA ≤ 1 + ε.

Un sch́ema d’approximation est complet (FPTAS - Fully Polynomial Time Approximation
Scheme) s’il est un PTAS et que l’algorithme est en plus polynomial en fonction du pa-
ramètre1/ε. Un FPTAS est le meilleur résultat d’approximation pouvantêtre obtenu pour
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résoudre un problèmeNP-Difficile. Nous renvoyons̀a [GAR 79] pour des compléments sur
la complexit́e et l’approximabilit́e des probl̀emes.

Depuis plusieurs années, les algorithmes d’approximation intéressent les concepteurs de tests
afin de garantir les performances dans le pire cas des tests approchés. Toutefois, tester la
faisabilit́e d’un syst̀eme de t̂aches est un problème de d́ecision, alors que les algorithmes
approch́es concernent les problèmes d’optimisation. Bien que le temps de réponse soit un
critère quantitatif, il n’existe pas̀a notre connaissance de calcul de pire temps de réponse
approch́e avec une garantie constante de performance par rapport au pire temps de réponse
exact. Cependant, des tests approchés reposant sur l’analyse de la demande processeur ont
ét́e propośes, comme nous le verrons plus loin.

4.5. Analyse du facteur d’utilisation

Dans ce paragraphe, les tests d’ordonnançabilité baśes sur les facteurs d’utilisation sont
traités. Ces tests concernent les algorithmes décrits dans le paragraphe 4.2. Ces tests sont
exacts ou approchés.

4.5.1. Tests exacts

Le test d’ordonnançabilité pour les algorithmesEDF et LLF pour l’ordonnancement de confi-
gurations de t̂aches ind́ependantes, périodiques et̀a éch́eance sur reqûete est celui de LIU et
LAYLAND en 1973 [LIU 73, DEV 00] (condition ńecessaire et suffisante) :

U =
n∑

i=1

Ci

Ti

≤ 1 (4.4)

Ainsi, pour les configurations de tâches̀a d́epart simultańe età éch́eance sur reqûete, le taux
d’utilisation maximum que peut atteindre le processeur sousEarliest Deadline Firstest de
100%.

4.5.2. Tests approch́es

Le test d’ordonnançabilité de LIU et LAYLAND en 1973 [LIU 73, DEV 00]́etablit une condi-
tion suffisante d’ordonnançabilité pour toute configuration de tâches ṕeriodiques, ind́epen-
dantes,̀a éch́eance sur reqûete et̀a d́epart simultańe (ce test est une condition suffisante mais
pas ńecessaire) :

U =
n∑

i=1

Ci

Ti

≤ n(2
1
n − 1) (4.5)
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Un autre test approché (donc condition uniquement suffisante) aét́e établi par BINI et al.
[BIN 03] pour l’ordonnancement de configuration de tâches ṕeriodiques :

n∏
i=1

(Ui + 1) ≤ 2

Le test LIU et LAYLAND en 1973 [LIU 73] (Formule 4.5) áet́e adapt́e pour tester les confi-
gurations de t̂aches ind́ependantes et périodiques et̀a d́epart simultańe. Ce test n’est qu’une
condition suffisante :

U` =
n∑

i=1

Ci

Di

≤ n(2
1
n − 1)

PourEDF, si les t̂aches sont ṕeriodiques et ind́ependantes mais que l’éch́eance de toutes les
tâches est inf́erieureà sa ṕeriode alors le test devient (condition suffisante) :

U` =
n∑

i=1

Ci

Di

≤ 1 (4.6)

Si enfin, l’éch́eance de toutes les tâches est supérieureà la ṕeriode, le test 4.4 reste une
condition ńecessaire et suffisante [BAR 90a].

Des extensions̀a ce test d’ordonnançabilité existent (partage de ressources,. . . ), nous ren-
voyonsà [DEV 03, LIU 00] pour des informations complémentaires.

4.6. Analyse du temps de ŕeponse

4.6.1. Tests exacts

Le temps de ŕeponse d’une requête est la diff́erence entre sa date de fin et sa date d’activation.
Le pire temps de réponse d’une tâche est le plus grand temps de réponse de ses requêtes.
L’ordonnancement́etant ṕeriodique, le nombre de valeurs différentes des temps de réponse
des reqûetes d’une t̂ache est fini et calculable.

4.6.1.1. Ordonnancement̀a priorité fixe

Comme nous l’avons vu préćedemment, le calcul pratique du temps de réponse ńecessite
toujours de caractériser le(s) sćenario(s) d’arriv́ee des t̂aches conduisant au pire temps de
réponse de la tâcheétudíee, d́eterminer une fonction d’analyse de la durée cumuĺee des
tâches correspondant au(x) pire(s) scénario(s). Nous illustrons le calcul du pire temps de
réponse d’une tâcheτi dans un systèmeà priorit́e fixe [JOS 86].

Lemme 1 (Sćenario) Le pire temps de réponse d’une tâcheτi survient d’une ṕeriode d’ac-
tivité de niveaui débutant par un instant critique.
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Theorème 1 (Test) Le pire temps de réponse deτi est d́efini par le plus petit point fixe de
l’ équation :

Wi(t) = t

Où la fonctionWi(t) est d́efinie dans la formule 4.2.

En pratique pour chaque tâcheτi, résoudre cettéequation se fait par approximation succes-
sive en d́efinissant la suite :

R0
i =

i∑
j=1

Cj

Rn+1
i =

i∑
j=1

rbf (τj, R
n
i ) (4.7)

L’algorithme calcule par ŕecurrence les valeurs successives deRn
i et stoppe la ŕecurrence

lorsqueRn
i = Rn+1

i . Alors, le pire temps de réponse deτi, not́e R∗
i estégal à Rn

i . Il reste
finalementà d́emontrer queR∗

i ≤ Di. La complexit́e algorithmique du calcul du temps
de ŕeponse d’une tâche est pseudo-polynomiale :O(n

∑n
i=1 Ci) pour U < 1 [SPU 96a].

Puisque les pires temps de réponse des tâches sont calculés en śequence, la complexité du
test d’ordonnançabilité est la m̂eme que celle pour analyser une tâche. Notons que l’existence
d’un algorithme polynomial est un problème ouvert.

Exemple 9 Sur le syst̀eme de t̂aches repŕesent́e dans le tableau 4.4, les temps de réponse
sont calcuĺes en 3 it́erations maximum et les temps de réponse correspondants sont indiqués
dans la colonneRi de ce m̂eme tableau.

4.6.1.2. OrdonnancementEDF

Contrairement au systèmeà priorit́e fixe, le pire temps de réponse d’une tâche ordonnancée
par EDF ne survient pas ńecessairement dans la première ṕeriode d’activit́e du processeur
[SPU 96a] (celle initíee par l’instant critique òu toutes les t̂aches sont ŕeveillées simul-
tańement). Le pire temps de réponse d’une tâche peut̂etre calcuĺe en construisant (par
simulation) l’ordonnancementEDF. Mais l’algorithme ŕesultant sera exponentiel.À notre
connaissance, aucun algorithme polynomial ou pseudo-polynomial n’est encore connu pour
calculer le pire temps de réponse exact des tâches ṕeriodiques ordonnancées parEDF (le
probl̀eme peut̂etre ŕesolu en temps pseudo-polynomial pour les tâches ṕeriodiques [SPU 96a].

∼ 64 ∼
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4.6.2. Tests approch́es

Un test d’ordonnançabilité fournit une ŕeponse binaire :ordonnançable ou non ordon-
nançable. Par contre, le temps de réponse est un critère quantitatif. Celui-ci peut donĉetre
utilisé pour d́efinir le ratio d’approximation du calcul du pire temps de réponse d’une tâche.
À notre connaissance, il n’existe pas de résultat dans la litt́erature de calcul d’un pire temps
de ŕeponse approché avec une garantie de performance par rapport au pire temps de réponse
exact.
La prise en compte de dates d’activation, ressources,. . . conduisent en ǵeńeral à des tests
approch́es car les sćenarios pire cas considéŕes ne surviennent pas nécessairement dans la
vie du syst̀eme.

4.7. Analyse de la demande processeur

4.7.1. Tests exacts

L’analyse de la demande processeurest un test d’ordonnançabilité consistant̀a vérifier
que toutes les requêtes devant s’ex́ecuter dans tout intervalle de temps ne dépassent pas
la capacit́e du processeur (c.-à-d. la longueur de l’intervalle considéŕe). Contrairement̀a
l’analyse du temps de réponse, l’analyse de la demande processeur analyse toutes les tâches
simultańement.

4.7.1.1. Ordonnancement̀a priorité fixe

Nous allons pŕesenter les principes de cette analyseà travers l’exemple des tâches̀a priorit́e
fixe età d́epart simultańe [LEH 89].

Lemme 2 (Sćenario) Il est suffisant d’analyser l’intervalle de temps[0, Di) pour savoir si
τi respectera ou non sońech́eance.

Theorème 2 (Test de Lehoczky, Sha et Ding) Dans un système de t̂aches̀a départ simultańe,
une t̂acheτi est ordonnançable si, et seulement si, il existe un instantt ∈ (0, Di] tel que
Wi(t) ≤ t.

Cela revient donc̀a rechercher la valeur minimum de la fonctionWi(t)/t dans l’intervalle
[0, Di]. La fonction de la demande processeur ne change de valeur qu’à des instant précis car
l’ équation 4.1 est une fonction en escalier. Le test va se limiter aux valeurs correspondant
à des minima locaux de la fonction de la demande processeur. L’ensemble de ces valeurs
définissent l’ensemble des points d’ordonnancement(Testing Set ou Scheduling Point
Set) :

Si = {bTj|j = 1 . . . i, b = 1 . . . bDi/Tjc} ∪ {Di} (4.8)

Ainsi, vérifier que la t̂acheτi est ordonnançable nécessite de calculer :

mint∈Si

(
Wi(t)

t

)
≤ 1. En conśequence, si une datet ∈ Si satisfaitWi(t) ≤ t alorsτi est
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t 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
W1(t)/t 0,2
W1(t)/t 1,2 0,7 0,5
W3(t)/t 6,7 3,4 2,3 2,0 1,7 1,4 1,4 1,2 1,14 1,1

Tableau 4.5.Exécution du test associé au th́eor̀eme 2 pour analyser le système
de t̂aches du tableau 4.4.

ordonnançable et il est inutile d’examiner d’autres points d’ordonnancement. Ainsi en pra-
tique, seulement un sous-ensemble des points d’ordonnancement deSi sera analyśe. Mais,
d’un point de vue complexité algorithmique, le nombre d’itérations du test est borné par le
ratio : Di/Tj. Donc, sa complexité algorithmique est pseudo-polynomiale. Le test complet
se formule de la façon suivante :

max
i=1...n

{
min
t∈Si

(
Wi(t)

t

)}
≤ 1

Exemple 10 Nous illustrons ce test sur l’analyse de la tâcheτ3 du syst̀eme de t̂aches repŕe-
sent́e dans le tableau 4.4. Les ensembles de tests sont :

S1 = {10}

S2 = {10, 20, 25, 30}

S3 = {10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100}

Les calculs deW3(t)/t pour l’ensembleS3 sont inscrits dans le tableau 4.5. Le système est
non ordonnançable puisqu’aucune datet ∈ S3 ne conduit̀a vérifier la condition :W3(t)/t ≤
1.

Nous renvoyons̀a [MAN 98] pour une pŕesentation des algorithmes et une variante de ce
test (permettant d’avoir une complexité ind́ependante des valeurs des paramètres, mais ex-
ponentielle -O(n2n)). On pourra aussi consulter [BIN 04] pour avoir des informations com-
plémentaires.

4.7.1.2. Ordonnancement sousEDF

Les t̂acheśetantà d́epart simultańe, la plus grande charge processeur survient au démarrage
de l’application. Pŕeciśement, la demande processeur dans le cas de tâches̀a d́epart simultańe
vérifie [BAR 90b] :

Lemme 3 (Sćenario)

dbf (0, t2 − t1) ≥ dbf (t1, t2) ∀t1, t2 et t1 ≤ t2
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Nous pouvons simplifier l’expression du calcul de la demande du processeur puisque nous
supposonsri = 0 etDi ≤ Ti, 1 ≤ i ≤ n :

dbf (0, t) =
n∑

i=1

max

(
0,

⌊
t−Di

Ti

⌋
+ 1

)
Ci (4.9)

=
n∑

i=1

⌊
t + Ti −Di

Ti

⌋
Ci (4.10)

Ceci conduit̀a d́efinir un intervalle d’́etude pourEDF débutant̀a l’instant critique0, jusqu’̀a
H = ppcm(Ti), puisque l’ordonnancement est périodique de ṕeriodeH. En rel̂achant la
contrainte d’int́egralit́e de l’́equation 4.10, il est d́emontŕe dans [BAR 90b] que l’intervalle
d’étude peut se limiter dans le casU < 1 à l’intervalle[0, tlim], avec :

tlim =
U

1− U
max
i=1..n

(Ti −Di)

Ceci permet d’́etablir le test d’ordonnançabilité suivant :

Theorème 3 (Test de Baruah, Howell et Rosier) Un système de t̂aches ṕeriodiques età
départ simultańe est ordonnançable avec un facteur d’utilisationU < 1 si, et seulement si :

dbf (0, t) ≤ t ∀t, 0 < t < tlim

Exemple 11 Nous illustrons le fonctionnement de ce test sur le système de t̂aches du ta-
bleau 4.4. Le facteur d’utilisation du processeur estU = 0, 99 et ceci conduit̀a la valeur
tlim = 2380 (On remarque que le ppcm des périodes est́egal à H = 120. Cette valeur peut
être utiliśee comme limite de temps puisque les tâches sont̀a départ simultańe). Nous devons
donc tester toutes les datest entre 0 etH pour v́erifier la conditiondbf (t) ≤ t. Si pour
une valeur det, cette ińegalit́e n’est pas v́erifiée alors le système est non ordonnançable.
Par contre, si le test est positif pour toutes les datest entre 0 etH alors le syst̀eme est
ordonnançable. Pour les datest ∈ [0, 100[, toutes les ińegalit́es sont respectées. Par contre
à la datet = 100, nous avons :dbf (0, t) = 105 > t (nous pouvons aussi directement le
constater sur la figure 4.4 : la courbedbf (0, t) passe au-dessus de la droite représentant la
capacit́e du processeurf(t) = t). Le syst̀eme de t̂aches n’est donc pas ordonnançable sous
EDF.

Sous l’hypoth̀eseU constant, la complexité de ce test estO (n maxi=1..n(Ti −Di)), l’al-
gorithme est pseudo-polynomial. Ce test aét́e aḿelioré dans [RIP 96, PAR 04], mais ces
algorithmes sont eux aussi pseudo-polynomiaux. Notons que l’existence d’un algorithme
fortement polynomial est un problème ouvert.
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4.7.1.3. Géńeralisation

Les tests exacts présent́es reposent sur l’analyse de la demande processeur, exploitent des
propríet́es permettant de limiter l’intervalle d’étude et enfin la localisent dans la première
période d’activit́e du processeur (cas de tâchesà d́epart simultańe). En l’absence de ca-
ract́erisation pŕecise de la ṕeriode d’́etude, l’analyse de la demande processeur doitêtre
géńeraliśee afin d’́etablir un test d’ordonnançabilité. Ceci passe notamment par la définition
plus ǵeńerale de la fonction de la demande cumulée du processeur.

Définition 18 Fonction de demande du processeur (Demand Bound Function). Soitτi une
tâche, la fonction de demande du processeurdbf (t1, t2) est la duŕee maximum cumulée
d’exécution des t̂aches qui ont leurs réveils et́ech́eances dans un intervalle de durée[t1, t2].

Cette d́efinition de la fonctiondbf (t1, t2) permet de d́efinir un test simple pour les tâches
indépendantes, de façon analogue au paragraphe préćedent. Un test ǵeńeral peut̂etre formuĺe
de la façon suivante :

Theorème 4 Un syst̀eme de t̂aches est ordonnançable si, et seulement si :

∀t1 < t2 dbf (t1, t2) ≤ t2 − t1 (4.11)

Remarquons que dans le cas géńeral, pour montrer que le système est non ordonnançable
il est suffisant de trouver une valeur det telle que l’ińegalit́e 4.11 ne soit pas satisfaite. La
géńeralisationà des t̂aches d́ependantes avec des structures conditionnelles aét́e faite dans
[BAR 03].
Toutefois, toute ǵeńeralisation soul̀eve deux questions :

– Comment calculer efficacement la fonctiondbf ?

– Comment choisir un ensemble de points d’ordonnancement aussi petit que possible et
qui soit suffisant pour garantir la correction du test défini par l’équation 4.11 ?

4.7.2. Tests approch́es (Approximation polynomiale)

Un test d’ordonnançabilité fond́e sur l’analyse de la demande processeur n’est pas un pro-
blème d’optimisation, mais un problème de d́ecision (c.-̀a-d. qui retourne une valeur bi-
naire). Toutefois, les techniques d’approximation vont pouvoirêtre utiliśees, moyennant une
adaptation de la d́efinition de la garantie de performance. Nous présentons dans la suite le
sch́ema d’approximation polynomiale de [ALB 04, FIS 05] qui utilise le paramètreε avec la
sémantique suivante : si le test répondordonnançablealors le syst̀eme est ordonnançable
quel que soit son comportementà l’exécution. Et si le test répondnon ordonnançable, alors
il est non ordonnançable avec certitude sur un processeur plus lent (avec la vitesse1 − ε).
Mais sur un processeur de vitesse unitaire, aucune décision ne peut̂etre prise.
Nous illustrons cette approche sur l’ordonnancementà priorit́e fixe [FIS 05]. La fonction
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ε 0,010,1 0,2 0,3 0,4 0,5
k 101 11 6 5 4 3

Tableau 4.6.Nombre de paliers de la fonctionrbf(τi, t) consid́erée avant la
linéarisation de la fonction dans le test approché de Fisher et Baruah

rbf (τi, t) est une fonction en escalier non décroissante. Le nombre de paliers dans cette
fonction n’est pas borńe polynomialement dans la taille du systèmeà ordonnancer. Un moyen
simple de d́efinir un sch́ema d’approximation polynomiale est de ne considérer qu’un nombre
borńe k de paliers. Au-delà, une fonction lińeaire (continue) sera utilisée pour d́efinir une
borne suṕerieure derbf (τi, t). Le nombre de paliers vâetre d́efini à l’aide du param̀etre
d’erreurε :

k =

⌈
1

ε

⌉
− 1

Nous pouvons maintenant définir l’approximation de la demande cumulée de la demande
processeur de la tâcheτi, qui sera not́eerbf (τi, t) :

rbf (τi, t) = rbf (τit) Si t ≤ (k − 1)Ti (4.12)

= Ci + t
Ci

Ti

Sinon (4.13)

La demande processeur approchée, est alors d́efinie par :

W i(t) = Ci +
i−1∑
j=1

rbf (τi, t) (4.14)

Pour terminer le test, Fisher et Baruah utilisent l’analyse de la demande processeur avec
un ensemble de points d’ordonnancement (Testing Set) possédant un nombre polynomial
d’entŕees dans la taille du système de t̂aches̀a analyser et du paramètre de pŕecision1/ε :

Si = {bTj|j = 1 . . . i− 1, b = 1 . . . k} (4.15)

Exemple 12 Le tableau 4.6 donne la valeur dek en fonction de la borne d’erreurε. Nous
donnons les figures 4.5 et 4.6, le graphique des fonctionsW 2(t) etW 3(t) pour le syst̀eme de
tâches pŕesent́e dans le tableau 4.4 et des valeurs d’epsilonégalesà 0,5 et 0,3.

L’algorithme de test s’impĺemente tr̀es facilement enO(n2/ε). Clairement, siε est proche
de 0, alors le nombre d’itérations effectúees par l’algorithme est très grand, mais le nombre
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Figure 4.5. Approximation de la demande processeur dans le test approché de
FISHER et BARUAH. ε = 0, 5 (k = 3), le test conduit̀a l’ordonnançabilit́e de

τ2, maisτ3 n’est pas ordonnançable sur un processeur de vitesse(1− ε).

Figure 4.6. Approximation de la demande processeur dans le test approché de
FISHER et BARUAH. ε = 0, 3 (k = 5), le test conduit̀a l’ordonnançabilit́e de

τ2, maisτ3 n’est pas ordonnançable sur un processeur de vitesse(1− ε).

d’it érations est polynomial en1/ε. En conśequence, cet algorithme paramétrique est un FP-
TAS. Le choix du param̀etre de pŕecisionε est donc primordial pour obtenir un test rapide et
avec une bonne garantie de performance.

Le cas des t̂aches avec deśech́eances arbitraires (c.-à-d. telles que l’́ech́eanceDi et la ṕeriode
Ti ne sont pas reliées par une contrainte) est présent́e dans [FIS 05]. Par souci de concision,
nous renvoyons̀a [ALB 04] pour l’approximation de la demande processeur pourEDF.

4.8. Complexit́e des probl̀emes d’ordonnançabilit́e

Nous pensons que l’établissement d’un test d’ordonnançabilité devient difficileà conce-
voir lorsque l’algorithme d’ordonnancement n’est pasrobuste(c.-à-d. sujet aux anomalies
d’ordonnancementcf. paragraphe 4.3.4) pour le problème consid́eŕe et que le problème
d’ordonnançabilit́e estdifficile. À notre connaissance, ces deux critères ne sont pas connus
commeétant d́ependants. Dans les deux cas, le calcul de la demande processeur (fonctions
rbf ou dbf ) doit donc reposer sur un scénario conduisant̀a la pire demande processeur. Un
résultat analytique doit imṕerativement̂etre construit pour garantir la correction du test.

Déterminer la complexité du probl̀eme d’ordonnançabilité permet d’identifier quel type d’al-
gorithme doitêtre construit pour analyser un système de t̂aches. Si le problème estNP-
difficile alors les tests seront géńeralement des tests approchés caŕetablir un test exact sera
trop côuteux en temps de calcul et le(s) pire(s) scénario(s) sera(ont) difficile(s)à caract́eriser.
Le paysage est paradoxalement compliqué en ordonnancement de tâches ṕeriodiques puisque
les probl̀emes sont soit dansNP, soit dans co-NP, ou bien non connus commeétant dans l’une
de ces deux classes de problèmes.

Exemple 13 Nous donnons une caractérisation simple de ces deux classes de problèmes
vis-à-vis de l’ordonnançabilit́e des t̂achesà départ simultańe età éch́eance contrainte (les
tests exacts ont́et́e d́evelopṕes plus haut) :

– pour les syst̀emes ordonnancés avec des priorités fixes, il est possible de décider en
temps polynomial qu’une t̂ache est ordonnançable(par un algorithme non d́eterministe). Le
test deLEHOCZKY, SHA et DING (voir [LEH 89]) permet de ŕesoudre ce problème en temps
pseudo-polynomial. Supposons qu’un algorithme non déterministe (c.-̀a-d. l’oracle d’une
machine de Turing non déterministe) nous donne un point d’ordonnancementt et une t̂ache
τi, alors la t̂ache est ordonnançable si la conditionWi(t) ≤ t est vraie. Cette v́erification
s’effectue en temps polynomial, montrant ainsi que le problème d’ordonnançabilit́e est dans
NP.
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– on sait, pour les systèmes ordonnancés parEDF décid́es en temps polynomial, qu’une
tâche n’est pas ordonnançable(par un algorithme non d́eterministe). Supposons qu’un al-
gorithme non d́eterministe nous donne un point d’ordonnancementt, alors la condition
dbf(0, t) > t permet de conclure que le système est non ordonnançable en temps polynomial
[BAR 90b]. Cecíetablit que le probl̀eme d’ordonnançabilit́e est dans co-NP.

Il est assez surprenant que l’analyse d’ordonnançabilité pour un syst̀eme de t̂aches donńe
est soit dansNP, soit dans co-NP, en fonction de l’algorithme d’ordonnancement considéŕe
(à priorit́e fixe ou EDF). Apr̀es tout, cela laisse un peu d’espoir sur l’existence d’un test
polynomial ! Les deux exemples considéŕes pŕećedemment sont ouverts du point de vue de
leur complexit́e (ils ne sont pas connusNP-difficiles et aucun algorithme polynomial n’est
connu).
Notons par ailleurs que l’ordonnançabilité des t̂aches en mode non préemptif estNP-Difficile
au sens fort et que l’ordonnancement de tâches̀a d́epart diff́eŕe est co-NP-Complet au sens
fort (y compris en pŕeemptif), et enfin l’ordonnancement de tâches avec suspension estNP-
Difficile au sens fort [RIC 03, RID 04].

4.9. Conclusion

Les travaux sur l’ordonnancement monoprocesseur sont multiples et ainsi de nombreux
résultats sont connus. Ces résultats peuvent̂etre utiliśes pour valider une multitude de systè-
mes industriels. Mais, dans beaucoup de ces pratiques, leurs utilisations nécessitent souvent
d’étendre le mod̀ele des t̂aches pour tenir compte des contraintes de l’application. Ainsi de
nouvellesétudes restent̀a mener sur les systèmes monoprocesseurs afin d’intégrer efficace-
ment des facteurs pratiques [COT 00, LIU 00, SHA 04].
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[TIN 92] TINDELL K., « An extendible approach for analyzing fixed priority hard real-time tasks», Technical Report
YCS189, 1992.

∼ 74 ∼



Chapitre 5

Ordonnancement des tâches̀a suspension : Etat de l’art

5.1. Introduction

Les syst̀emes temps réel rec̀elent de t̂aches, qui au cours de leur exécution, lancent des
opérations sur des processeurs externes. Pendant l’exécution de ces oṕerations, la t̂ache ne
peut plus s’ex́ecuter. Elle doit attendre la fin de ces opérations pour finir sa propre exécution.
Ces t̂aches sont appeléesTâchesà suspension.

Les études s’int́eressant aux tâchesà suspension sont peu nombreuses. De plus, elles se
limitent bien souvent̀a adapter des tests d’ordonnançabilité établis pour l’ordonnancement
de t̂aches ṕeriodiques d́ejà existantes, au problème des t̂aches̀a suspension.

Notre mod̀ele, pour l’́etude des t̂aches̀a suspension, reprend celui des tâches ṕeriodiques (vu
dans le chapitre 4) et l’étend de la façon suivante :

– I dénote une configuratioǹa n tâches̀a suspension (òu n désigne un entier strictement
positif).

– Les t̂aches sont considéŕees ind́ependantes.

– Chaque t̂acheτi (1 ≤ i ≤ n) arrive dans le systèmeà la dateri, et doit terminer son
exécution avant la date limite de fin d’exécution not́eedi = ri + Di, où Di est l’éch́eance
relativeà sa date d’arriv́ee.

– Enfin, chaque activation des requêtes deτi est śepaŕee par une ṕeriodeTi.

Ci

ri di

Ti

Figure 5.1. Caract́eristiques des tâchesà suspension sous forme d’attente
active
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Un moyen simple, mais réducteur de représenter les tâches̀a suspension, consisteà int́egrer
les duŕees de suspensioǹa la duŕee d’ex́ecutionCi (c.-à-d. que la t̂ache ŕealise une attente
active). Ainsi, le mod̀ele de repŕesentation des tâches utiliśe dans l’ensemble de cesétudes
est bien souvent réducteur car limit́e à un seul bloc d’ex́ecution not́e Ci comme le montre
la figure 5.1. Ce qui implique que pour les tâches qui effectuent des opérations externes,
le temps ńecessairèa la t̂ache en vue d’effectuer cette opération est compris̀a l’intérieur
même du bloc d’ex́ecution. Mais pendant qu’elle effectue une opération externe, une tâche
n’utilise pas le processeur et par conséquent, elle peut laisser une autre tâche s’ex́ecuter.
Cette simplification de tâches n’est pas réaliste.

De plus, il est possible d’imaginer pour chaque tâche plusieurs suspensions pendant la même
exécution (cf. figure 5.2).

Ci,1
Xi,1

Ci,2

. . .

Ci,k

. . .
Xi,m

Ci,m+1

ri di

Ti

Figure 5.2. Caract́eristiques des tâchesà suspension

Cependant, dans la suite de cetteétude, et pour simplifier le problème d’ordonnancement,
nous consid́erons que les tâches ne peuvent se suspendre au plus qu’une seule fois. Ce modèle
est repŕesent́e par la figure 5.3. Chaque tâcheτi (1 ≤ i ≤ n) est compośee de deux blocs
d’exécution, appelés aussi sous-tâches (de longueurCi,k, 1 ≤ k ≤ 2), śepaŕes par une sus-
pension de durée maximaleXi pendant laquelle la tâche ne s’ex́ecute pas. La valeurXi n’est
qu’une borne suṕerieure et n’est en rien la valeur exacte, car l’exécution de l’oṕeration ex-
terne se fait sur un autre processeur. Par conséquent, elle entre en concurrence avec d’autres
tâches qui veulent s’exécuter sur ce processeur et donc il n’y a pas de temps de réponse
exacte, juste une borne supérieure du temps de réponse. La somme des longueurs des deux
blocs d’ex́ecutionCi,k (1 ≤ k ≤ 2) est not́eeCi. À l’int érieur de chaque bloc d’exécution,
par d́efinition il n’y a aucune suspension.

Ci,1 Ci,2
Xi

ri di

Ti

Figure 5.3. Le mod̀ele des t̂aches avec au plus une suspension

Du probl̀eme explicit́e ci-dessus deux sous-problèmes peuvent se déduire et peuvent faire
l’objet d’études plus approfondies :

1) Pour chaque tâcheτi (avec1 ≤ i ≤ n), la duŕeeCi,1 est égaleà źero. Ce probl̀eme
est également plus connu dans la littérature sous l’appellation du problème de gigue sur
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activation (release jitter). Nous pouvons interpréter ce probl̀eme comme une nécessit́e pour
chaque t̂acheτi d’attendre pendant une duréeXi avant de commencer l’exécution de la t̂ache.
Xi (not́ee aussiJi dans ce cas) est aussi appelée gigue sur activation. Dans ce cas particulier,
la tâcheτi arrive dans le systèmeà la dateri et n’est pr̂eteà s’ex́ecuter qu’̀a la dateri + Ji et
sa date limite de fin d’ex́ecution relative devientDi − Ji.

2) Pour chaque tâcheτi (avec1 ≤ i ≤ n), la duŕeeCi,2 estégaleà źero. Ce probl̀eme est
plus connu dans la littérature sous le nom dedelivery timeen ordonnancement classique. La
tâche avant de finir son exécution doit attendre pendant une duréeXi. Dans ce cas particulier,
la tâcheτi arrive dans le systèmeà la dateri et doit avoir termińe son ex́ecution avant la date
di −Xi pour lui permettre de se suspendre pendantXi unités de temps avant sa date limite
de fin d’ex́ecution,di.

En ordonnancement en-ligne, comme nous l’avons vu préćedemment, nous n’avons pas la
connaissance de l’ensemble du problème. Ainsi,à un instantt donńe, nous ne connaissons
que l’ensemble des tâches disponibles, prêtesà être ex́ecut́ees et celles qui n’ont pas encore
achev́e leur ex́ecution. De plus, la durée de suspension d’une tâche n’est connue que lorsque
celle-ci est termińee. Seule une borne supérieureXi de la suspension est connueà l’activation
de la t̂ache.

En hors-ligne, nous connaissons toutes les données du probl̀eme : l’ensemble de toutes les
tâches ainsi que leurs caractéristiques dont les durées de suspension. L’ordonnancement est
construit en supposant que les paramètresCi et Xi sont fixes. Si,̀a l’exécution d’une t̂ache,
une suspension dure moins longtemps (que la duréeXi), alors un temps creux est inséŕe dans
l’ordonnancement pour que la durée de suspensionXi soit toujours v́erifiée. Ce probl̀eme en
hors-ligne se rapproche du problème destime lags. Lestime lagssont des d́ecalages tempo-
rels entre les reqûetesétudíes entre autres dans [BRU 01] en ordonnancement classique.

La théorie de l’ordonnancement temps réel se focalise sur les tests d’ordonnançabilité pour
s’assurer que toutes leséch́eances sont respectées. Plusieurs tests d’ordonnançabilité sont
connus pour l’analyse de tâchesà suspension. Des tests pour les algorithmes classiques
existent d́ejà. Des tests d’ordonnançabilité concernant les algorithmesà priorit́e fixe sont
baśes sur le calcul du pire temps de réponse des tâches [KIM 95, LIU 00, PAL 03]. Une telle
approche a aussiét́e d́evelopṕee au sujet de l’algorithme d’ordonnancementEDF [PAL 03].
Dans [DEV 03] un autre test est présent́e, baśe sur le facteur d’utilisation du processeur. Ce
test se base sur les travaux de LIU [LIU 00] sur les algorithmes̀a priorit́e fixe et les adaptèa
EDF.

Dans le prochain paragraphe, nous dissocions pour plus de lisibilité, les tests d’ordonnan-
çabilité baśes sur les algorithmes̀a priorit́e fixe aux tests basés sur l’algorithmeEDF. Pour
chacun de ces tests d’ordonnançabilité établis dans la litt́erature, notre approche sera de
définir dans un premier temps le modèle de t̂ache utiliśe ainsi que le raisonnement utilisé
pour sońetablissement. Dans un deuxième temps, nous présentons le test lui-m̂eme.
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5.2. Tests d’ordonnançabilit́e

5.2.1. Introduction

L’un des principaux problèmes connus en temps réel est celui de l’ordonnançabilité. C’est-
à-dire, pouvoir d́eterminer si une configuration de tâches est ordonnançable par un algo-
rithme donńe ou non. Plusieurs techniques ontét́e propośees et consistentà d́eterminer pour
chaque algorithme (ou classe d’algorithmes) un test d’ordonnançabilité. Afin d’obtenir des
tests pŕecis, bien souvent, la complexité du test crôıt consid́erablement, ce qui le rend inuti-
lisable. Ainsi, les tests d’ordonnançabilité ne sont que rarement des tests exacts, ce sont des
tests approch́es des tests exacts mais avec une complexité plus faible, les rendant utilisables.
Par conśequent, si le test répondoui, la configuration de tâches testée est ordonnançable par
l’algorithme (ou la classe d’algorithmes)étudíe(e). S’il ŕepondnon, aucune conclusion ne
peutêtre tiŕee quant̀a l’ordonnançabilit́e du syst̀eme.

Quantà la pŕesentation de chacun des tests d’ordonnançabilité, nous utilisons une configu-
ration de t̂aches. En effet, pour chacun des tests, nous présentons son procéd́e de calculs au
travers d’une m̂eme configuration. Les tâches de la configuration utilisée sont des tâches̀a
départ simultańe et à éch́eance sur reqûete. SoitI la configuration de t̂achesà suspension
suivante :

τ1 : C1,1 = 1, X1 = 1, C1,2 = 1, D1 = T1 = 8

τ2 : C2,1 = 3, X2 = 3, C2,2 = 1, D2 = T2 = 40

τ3 : C3,1 = 1, X3 = 2, C3,2 = 2, D3 = T3 = 80

Ces tests sont des tests d’ordonnançabilité baśes sur le calcul du pire temps de réponse. Nous
rappelons que le principe de ce test consiste d’une partà calculer pour chaque tâche le pire
temps de ŕeponse en utilisant la formule du test, puis, d’autre part,à vérifier que ce pire
temps de ŕeponse est inférieurà sonéch́eance relative.

Les tests d́evelopṕes dans ce paragraphe calculent une borne supérieure la plus fine possible
du pire temps de réponse de chaque tâcheà suspension. Nous présentons les tests suivants :

– WELLINGS [AUD 93] : ce test n’est paśetabli pour le probl̀eme des t̂aches̀a suspension,
mais pour celui des gigues sur activation et il constitue la base des extensions aux tâches avec
suspension ;

– M ING et al. [MIN 94] : ce test consid̀ere la duŕee de suspension d’une tâche incluse
dans sa duŕee d’ex́ecution ;

– K IM et al. [KIM 95] : pourétablir des tests d’ordonnançabilité, ils utilisent les travaux
d’une part de WELLINGS [AUD 93] et d’autre part de MING et al. [MIN 94] ;

– JANE W. S. LIU [LIU 00] : ce test d’ordonnançabilité d́etermine pour chaque tâche,
un temps de blocage dû à la suspension de la tâche elle-m̂eme età celle des t̂aches plus
prioritaires.
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5.2.2. Les travaux deWELLINGS

WELLINGS et al. [AUD 93] étudient le probl̀eme d’ordonnancement de gigue sur activation
(cf.paragraphe 4.3.1 et [BUR 95]). Ainsi, pour chaque tâcheτi, le bloc d’ex́ecutionCi,1 = 0.
Pour d́eterminer la borne supérieure du temps de réponse des tâches avec gigue sur activa-
tion, ils utilisent la formuléetablie dans [AUD 93] et l’adaptent en la formule de récurrence
suivante :

R0
i = Ci

Rn+1
i = Ci +

i−1∑
j=1

⌈
Rn

i + Jj

Tj

⌉
Cj (5.1)

La récurrence s’arrête au pasn, lorsqueRn+1
i = Rn

i .

Pour v́erifier l’ordonnançabilit́e d’une t̂ache, il faut v́erifier que le pire temps de réponse plus
le délai de gigue soient inférieursà l’éch́eance relative :Rn

i + Ji ≤ Di.

5.2.3. Les travaux deM ING

M ING et al., [MIN 94] modifient la relation de ŕecurrence de WELLINGS (formule 5.1) pour
étudier le probl̀eme des t̂aches̀a suspension. Ainsi, par rapportà la formule 5.1, le param̀etre
de gigue disparaı̂t et est remplaće par la duŕee de suspension. MING consid̀ere la duŕee de
suspension comme partie intégrante de la durée d’ex́ecution requise par la tâche. La formule
de calcul de la borne supérieure du temps de réponse est la suivante :

R0
i = (Ci + Xi)

Rn+1
i = (Ci + Xi) +

i−1∑
j=1

⌈
Rn

i + Xj

Tj

⌉
Cj (5.2)

L’assertion de MING et al.qui consid̀ere le d́elai de suspension comme du temps processeur
de la t̂ache, d́enature les t̂aches̀a suspension puisque l’exécution des oṕerations externes se
fait sur un processeur dédíe. En conśequence, une telle approche augmente considérablement
le pessimisme et ainsi directement le pire temps de réponse des tâches̀a suspension. KIM et
al. (cf. [KIM 95]) définissent deux nouveaux tests d’ordonnançabilité pour calculer le pire
temps de ŕeponse des tâches̀a suspension sur la base de l’ensemble de ces préćedents travaux.

Exemple 14 Nous pŕesentons maintenant un exemple d’utilisation de la méthode deM ING,
sur la configuration de t̂aches̀a suspensionI. Les ŕesultats de l’application de la formule 5.2
sont repŕesent́es par le tableau 5.1. Nous calculons récursivement chacune des valeurs jus-
qu’à ce qu’elles obtiennent des valeurs stationnaires.

Ensuite pour chaque tâche, il suffit de v́erifier que la borne suṕerieure du temps de réponse
ainsi calcuĺee soit inf́erieure à la période, ce qui est vrai pour toutes les tâches donc la
configuration est ordonnançable par les algorithmesà priorité fixe d’apr̀es le test deM ING.
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TâchesR0
i R1

i R2
i périodeordonnançable ?

τ1 3 3 8 oui
τ2 7 8 8 40 oui
τ3 5 7 7 80 oui

Tableau 5.1.Exemple d’application de la ḿethode deM ING

5.2.4. La méthode A deK IM

Cette ḿethode se base sur les travaux de WELLINGS (formule 5.1).

Pour leur mod̀ele de t̂aches, ils consid̀erent tout d’abord que leśech́eances des tâches sont
inférieures aux ṕeriodes :Di ≤ Ti pour touti (1 ≤ i ≤ n) et que les t̂aches sont préemptibles.
Cette premìere ḿethode subdivise chaque tâchèa suspensionτi en deux t̂aches ind́ependantes
et sans suspension après le d́ebut de leurs ex́ecutionsτi,1 et τi,2. Comme le montre la fi-
gure 5.4, les deux tâches ind́ependantesτi,1 etτi,2 héritent de la t̂acheτi, sa date d’activation,
sa ṕeriode et sońech́eance. De plusτi,1 a pour temps processeur requis, le premier bloc
d’exécution deτi à savoirCi,1 et τi,2, le second blocCi,2.

Pour s’assurer que la tâcheτi,1 s’exécute avant la tâcheτi,2, la priorité de la t̂acheτi,1 doit
être suṕerieureà celle de la t̂acheτi,2. De plus, pour que la suspension soit respectée, une
caract́eristique suppĺementaire est ajoutée aux t̂aches : la gigue sur activation (cf. para-
graphe 4.3.1). Une valeur de gigueJi,1 = 0 pour la t̂acheτi,1 et Ji,2 = Xi pour la t̂ache
τi,2.

Ci1 Ci2
Xi

ri

τi

di

Ti

Ci,2
Xi

τi,2

Ci,1τi,1

Figure 5.4. Principe de d́ecomposition de la ḿethode A deK IM

La configuration de t̂aches nouvellement géńeŕeesà partir de la configuration de tâchesà
suspension est une configuration de tâches ind́ependantes, sans suspension mais avec des
gigues sur activation. Pour calculer la borne supérieure du temps de réponse des tâches, la
formule 5.1 peut̂etre utiliśee. Ainsi, afin de d́eterminer l’ordonnançabilité d’une configura-
tion, le d́eroulement du test est le suivant :

– chacune des tâchesτi est subdiviśee en deux t̂aches ind́ependantesτi,1 et τi,2 ;
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– la borne suṕerieure du temps de réponse des tâches ǵeńeŕeesτi,1 est calcuĺee en utilisant
la formule 5.1. Ce qui donne la formule suivante :

Rn+1
i,1 = Ci,1 +

i−1∑
j=1

⌈
Rn

i,1

Tj

⌉
Cj,1

+
i−1∑
j=1

⌈
Rn

i,1 + Xj

Tj

⌉
Cj,2

– La récurrence s’arrête au premier pas entiern satisfaisantRn+1
i,1 = Rn

i,1 et alors, le pire
temps de ŕeponse deτi,1 not́e R∗

i,1 et égal à Rn
i,1. Si R∗

i,1 est inf́erieur à Di alors τi,1 est
ordonnançable par les algorithmesà priorit́e fixe. Sinon, aucune conclusion n’est possible
quantà l’ordonnançabilit́e deτi,1.

– De même la formule pour calculer la borne supérieure du temps de réponse des tâches
τi,2 est :

Rn+1
i,2 = Ci,2 +

i−1∑
j=1

⌈
Rn

i,2

Tj

⌉
Cj,1

+
i−1∑
j=1

⌈
Rn

i,2 + Xj

Tj

⌉
Cj,2

– La borne suṕerieure du pire temps de réponseR∗
i,2 de la t̂acheτi,2 est calcuĺee. Enfin, il

resteà vérifier que l’́ech́eance deτi est respectée :(R∗
i,1 +Xi +R∗

i,2) ≤ Di, pour affirmer que
la tâcheà suspensionτi est ordonnançable. Dans le cas contraire, il n’y a pas de conclusion
possible.

Exemple 15 Pour conclure la pŕesentation de cette ḿethode, nous en montrons un exemple
d’utilisation sur la configuration de tâches̀a suspensionI. La ḿethode A deK IM transforme
la configurationI en une configurationI ′ de t̂aches sans suspension. Les caractéristiques
des t̂aches de la configurationI ′ sont pŕesent́ees par les quatre premières colonnes du ta-
bleau 5.2. Ensuite, pour chaque tâche et en utilisant les formulesétablies, la borne suṕerieure

TâchesGigue sur activationDurée d’ex́ecution PériodeTemps de ŕeponse

τ1,1 0 1 8 1
τ1,2 1 1 8 1

τ2,1 0 3 40 5
τ2,2 3 1 40 3

τ3,1 0 1 80 7
τ3,2 2 2 80 10

Tableau 5.2.Exemple d’application de la ḿethode A deK IM

du temps de ŕeponse est calculée. Nous d́etaillons dans le tableau 5.3, le calcul du temps de
réponse de la tâcheτ2, en sachant que les temps de réponse des sous-tâchesτ1,1 et τ1,2
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sontégauxà 1 et ce, d̀es le premier pas de récurrence (car la t̂acheτ1 est la t̂ache la plus
prioritaire de I).

Tâche R0
2 R1

2 R2
2

τ3,1 C2,1 = 3 C2,1+
⌈

1
8

⌉
+
⌈

1
1

⌉
= 5 5

τ3,2 C2,2 = 1 C2,2+
⌈

1
8

⌉
+
⌈

1
1

⌉
= 3 3

Tableau 5.3.Calcul du temps de réponse de la tâcheτ2 deI par la méthode A
deK IM

Finalement, en regroupant ces temps calculés (τi,1 etτi,2), une borne suṕerieure du temps de
réponse de chaque tâcheτi de la configurationI est calcuĺeeR∗

i = R∗
i,1 + Xi + R∗

i,2 :

τ1 : R∗
1 = 3

τ2 : R∗
2 = 11

τ3 : R∗
3 = 19

En comparant ces bornes supérieures sur le temps de réponse et leśech́eances relatives des
tâches, nous constatons que toutes les tâches et donc la configuration sont ordonnançables
par les algorithmes̀a priorité fixe.

5.2.5. La méthode B deK IM

Cette approche est une amélioration des travaux de MING (cf. formule 5.2). La ḿethode de
M ING consid̀ere les d́elais de suspension des tâches comme du temps processeur requis par la
tâche. Cette ḿethode peut augmenter considérablement le temps de réponse des tâches ce qui
rend son utilisation limit́ee. La seconde ḿethode de KIM réutilise ce principe mais diminue
le temps d̂u à la suspension des tâches inclus dans le temps processeur. Le temps supprimé
du d́elai de la suspension est celui correspondantà l’exécution des t̂aches plus prioritaires∑i−1

j=1

⌊
Xi

Tj

⌋
Cj. La formule de ŕecurrence de la borne supérieure du calcul du pire temps de

réponse est :

Rn+1
i = Ci + Mi +

i−1∑
j=1

⌈
Rn

i

Tj

⌉
Cj,1

+
i−1∑
j=1

⌈
Rn

i + Xj

Tj

⌉
Cj,2

Où Mi = Xi −
∑i−1

j=1

⌊
Xi

Tj

⌋
Cj

Dès queRn+1
i = Rn

i alors la ŕecurrence est stoppée et de plus, siRn
i est inf́erieuràDi alors

la tâcheà suspensionτi est ordonnançable. Dans le cas contraire, il n’y a pas de conclusion
possible sur l’ordonnançabilité de la t̂ache.
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Remarque 9 CommeMi est inf́erieur à Xi, si la tâcheà suspensionτi est ordonnançable
avec la ḿethode deM ING (cf. Formule 5.2), alors elle le sera aussi avec le test d’ordonnan-
çabilité de la ḿethode B deK IM .

Exemple 16 Exemple d’application de la ḿethode B deK IM sur la configuration de t̂aches
à suspensionI. La borne suṕerieure du temps de réponse de chaque tâche est calculée en
utilisant la formule d́ecrite ci-dessus. Afin de s’assurer l’ordonnançabilité de chaque tâche,
il faut vérifier que sa borne supérieure du temps de réponse soit inf́erieure à sa ṕeriode.
Le calcul de la borne suṕerieure du temps de réponse de la tâcheτ2 est pŕesent́e par le
tableau 5.4.

Tâche M2 R0
2 R1

2 R2
2 R3

2

τ2 3 C2 +M2 = 7 7+
⌈

7
8

⌉
+
⌈

10
8

⌉
= 10 7+

⌈
10
8

⌉
+
⌈

13
8

⌉
= 11 11

Tableau 5.4.Calcul du temps de réponse de la tâcheτ2 deI par la méthode B
deK IM

L’ordonnançabilit́e de la configurationI est repŕesent́ee dans le tableau 5.5.

TâchesTemps de ŕeponsePériodeOrdonnançabilit́e ?

τ1 3 8 oui
τ2 11 40 oui
τ3 13 80 oui

Tableau 5.5.Exemple d’application de la ḿethode B deK IM

Les trois t̂aches de la configuration sont ordonnançables avec les algorithmesà priorité fixe
donc la configuration de tâchesà suspensionI également.

5.2.6. La méthode deL IU [LIU 00]

Pour prendre en compte les suspensions des tâches, LIU (cf. [LIU 00]) introduit dans son test
d’ordonnançabilit́e, un facteur de blocage. Pour prendre en compte le délai suppĺementaire
que la t̂acheτi subit à cause de sa propre suspension et des suspensions des tâches plus
prioritaires, LIU [LIU 00] représente ce d́elai par un facteur de blocage qu’il faut ajouter au
calcul du pire temps de réponse. Ce facteur est dénot́e bi(ss) (sspourSelf-Suspensiondans
[LIU 00]).

Le temps de blocage d’une tâcheà suspensionτi dû à sa propre suspension est, par construc-
tion, inférieurà Xi, la duŕee maximum de suspension. Pour déterminer le temps de blocage
subi par une t̂acheτi et d̂u aux t̂aches plus prioritaires, deux points sontà consid́erer :

– Une t̂acheτk plus prioritaire queτi, ne peut pas retarder la tâcheτi pendant plus deCk

unités de temps puisque la tâcheτk peutêtre ordonnanćee (au moins partiellement) pendant
la suspension de la tâcheτi parce que le processeur est libre.
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– Par ailleurs, si le d́elai de suspensionXk est inf́erieurà Ck alors le temps de blocage
subi par la t̂acheτi à cause de la tâcheτk ne peut pas d́epasser lesXk unités de temps.

En conclusion, le facteur de blocage subi par une tâche et d̂u à une t̂ache plus prioritaireτk,
n’est jamais suṕerieur au d́elai de suspension deτk et ne d́epasse jamaisCk unités de temps.
Ainsi il est égalà :

min(Ck, Xk)

Le temps de blocage d’une tâcheτi à cause de sa propre suspension et des délais de suspen-
sion des t̂aches plus prioritaires estégalà :

bi(ss) = Xi +
i−1∑
k=1

min(Ck, Xk)

Finalement, en utilisant la formule itérative [AUD 93], pour calculer la borne supérieure du
temps de ŕeponse, il faut calculer successivement surn, la valeur de la formule suivante :

Rn+1
i = Ci + bi(ss) +

i−1∑
j=1

⌈
Rn

i

Tj

⌉
Cj

L’it ération est stopṕee au rangn dès queRn
i = Rn+1

i , et la borne suṕerieure est́egaleà
R∗

i = Rn
i . Il ne reste plus qu’à vérifier queR∗

i ≤ Di pour v́erifier l’ordonnançabilit́e de la
tâcheτi. Dans le cas contraire, aucune conclusion ne peutêtre tiŕee.

Exemple 17 Exemple d’application de la ḿethode deL IU sur la configuration de t̂achesà
suspensionI. Il faut, pour se faire dans un premier tempsévaluer le temps de blocage dû
à la suspension de la tâche età celle des t̂aches plus prioritaires. Ces temps de blocage
sont donńes dans la seconde colonne. Ensuite, la borne supérieure du temps de réponse de
chaque t̂ache de la configuration (troisième colonne) est calculée. Le tableau 5.6 représente
le calcul de la borne suṕerieure du temps de réponse de la tâcheτ2 de la configurationI.

Puis finalement, nous pouvons vérifier que ce temps calculé est inf́erieur à la période (qua-
tri ème colonne) et ainsi déterminer l’ordonnançabilit́e de chaque tâche de la configuration
(dernìere colonne).

Les trois t̂aches deI sont ordonnançables avec les algorithmesà priorité fixe donc la confi-
guration de t̂achesà suspensionI également.
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Tâche b2(ss) R0
2 R1

2 R2
2

τ2 4 C2 + b2(ss) = 8 8 +
⌈

8
8

⌉
= 9 8 +

⌈
9
8

⌉
= 10

Tableau 5.6.Calcul du temps de réponse de la tâcheτ2 deI par la méthode
deL IU

TâchesTemps de blocageTemps de ŕeponsePériodeOrdonnançabilit́e ?

τ1 1 3 8 oui
τ2 4 10 40 oui
τ3 6 13 80 oui

Tableau 5.7.Exemple d’application de la ḿethode deL IU

5.3. Conclusion

Nous avons pŕesent́e plusieurs tests d’ordonnançabilité concernant les configurations de
tâches̀a suspension. Il existe d’autres tests d’ordonnançabilité. Notamment, celui de PALEN-
CIA et al. [PAL 98] baśe sur le calcul de dates d’activations dynamiques (dynamic offsets)
pour les algorithmes̀a priorit́e fixe ; ce test est d́ecrit en annexe (cf. annexe A). PALENCIA

et al. ont aussíetabli un autre test d’ordonnançabilité pourEDF, [PAL 03], rapport́e en an-
nexe B. Ces tests ne seront pas considéŕes dans la suite car le modèle de t̂aches est diff́erent
(transaction de tâches) d’une part, et celles-ci sont activées sur deśevènements d’autre part
(ce qui a des conséquences sur le pire scénario d’activation). Finalement, un dernier test
d’ordonnançabilit́e, établi pour l’algorithmeEDF est consigńe dans l’annexe C, algorithme
de DEVI, [DEV 03].
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Chapitre 6

Difficult és de l’ordonnancement de tâches̀a suspension

6.1. Introduction

Les t̂aches̀a suspension sont des tâches qui au cours de leur exécution doivent se suspendre
pendant un certain temps, le temps d’effectuer une opération externe sur un processeur an-
nexe. Le but de ce chapitre est d’étudier les difficult́es de l’ordonnancement de configurations
de t̂aches̀a suspension.

La difficulté d’un probl̀eme d’ordonnancement se détermine suivant trois principaux axes :

– la complexit́e : la premìere caract́eristique importantèa d́eterminer est la complexité du
probl̀eme d’ordonnancement. En effet, avant de concevoir un algorithme pour un problème
d’ordonnancement, il est fondamental de connaı̂tre à quelle classe de complexité il appar-
tient.

– la pŕesence d’anomalies (paragraphe 4.3.4) : la possible présence d’anomalies pour un
probl̀eme d’ordonnancement rend plus complexe la caractérisation du pire comportement du
syst̀eme pouvant conduirèa ne pas respecter deséch́eances de tâches.

– l’optimalité : elle permet de savoir pour le problème d’ordonnancementétudíe s’il peut
exister un algorithme en-ligne qui soit optimal pour le critèreétudíe.

Ce chapitre se d́ecompose en trois paragraphes principaux. Dans le paragraphe 6.2, nous
démontrons que la complexité du probl̀eme d’ordonnancement de tâchesà suspension est
NP-Difficile au sens fort. Le paragraphe 6.3établit la pŕesence d’anomalies pour l’ordon-
nancement de tâches̀a suspension. Finalement, le paragraphe 6.4 prouve la non optimalité
de n’importe quel algorithme en-ligne déterministe.

6.2. Complexit́e

Dans ce paragraphe, nous faisons apparaı̂tre que le probl̀eme d’ordonnancement de tâches
périodiques qui peuvent se suspendre au plus une fois au cours de leur exécution, est un
probl̀emeNP-Difficile au sens fort. Il a d́ejà ét́e d́emontŕe dans [RIC 03] que ce problème
estNP-Difficile au sens fort pour l’ordonnancement de systèmes de t̂aches ṕeriodiques,̀a
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départ simultańe et éch́eances contraintes (Di ≤ Ti). Dans ce paragraphe, nousétudions
le probl̀eme ouvert de complexité òu les t̂aches sont̀a éch́eance sur reqûete et quand elles
ne peuvent se suspendre qu’au plus une fois. De plus, nous démontrons qu’il n’existe pas
d’algorithmeuniverselpour ordonnancer des tâches avec suspension, sauf siP = NP.

Theorème 5 L’ordonnancement de tâches ṕeriodiques,à éch́eance sur reqûete, à départ
simultańe et se suspendant au cours de leur exécution au plus une fois est un problèmeNP-
Difficile au sens fort.

Démonstration :

Pour d́emontrer ce th́eor̀eme, nous allons transformer une instance du problème de3-partition
connu pour̂etreNP-Complet au sens fort en une instance de notre problème [GAR 79]. Enfin,
nous essayerons d’ordonnancer cette configuration géńeŕee.

Instance du probl̀eme de3-partition : Soit A un ensemble de3m éléments deN, B une
limite appartenant̀a N et pour toutj ∈ {1 . . . 3m}, sj ∈ N tels queB/4 < sj < B/2 et∑3m

i=1 sj = mB.

Problème :Peut-on partitionnerA enm ensembles disjoints (A1, A2, . . . , Am) tels que,
pour1 ≤ i ≤ m,

∑
j∈Ai

sj = B ? Ce qui implique que chaque ensembleAi, i ∈ {1, . . . , n}
contient exactement troiśeléments. En effet, il ne peut ni en contenir moins carsj < B/2 et
ni en contenir plus carB/4 < sj.

Nous ǵeńerons̀a partir de l’instance du problème3-partition, une instance d’ordonnancement
à3m + 1 tâches :

– Les t̂achesτ1, . . . , τ3m sont ǵeńeŕees avec le m̂eme profil :

i ≤ 3m


Ci,1 = Ci,2 = si

Xi = (2m− 1)B
Di = Ti = 4mB

– La tâcheτ3m+1 :

C3m+1,1 =

⌈
B

2

⌉
C3m+1,2 =

⌊
B

2

⌋
X3m+1 = B

D3m+1 = T3m+1 = 2B

Nous allons maintenant prouver qu’une solution pour le problème de3-partition existe si et
seulement si la configuration de tâches ǵeńeŕeeà partir de ce problème est ordonnançable.
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C3m+1,1 =
⌈

B
2

⌉
C3m+1,1 =

⌊
B
2

⌋
τ3m

0 2mB 4mB
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τi
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Figure 6.1. Ordonnancement faisable de la configuration géńerée

Les t̂aches ǵeńeŕees sont toutes̀a d́epart simultańe. Par conśequent, nous pouvons limiter
notreétude d’ordonnançabilité à l’hyperṕeriode dont la longueur estégaleà :
H = ppcm(T1, . . . , T3m+1) = 4mB. Nous limiterons notre travail̀a l’intervalle[0, 4mB].

Nous pouvonśegalement montrer que le facteur d’utilisation de cette configuration estégal
à1 :

– Le facteur d’utilisation des tâchesτ1, . . . , τ3m estégalà :∑3
i=1 m +

Ci,1+Ci,2

Ti
=
∑3

i=1 m2 si

4mB

= 2mB
4mB

= 1
2

– Le facteur d’utilisation deτ3m+1 vaut :
C3m+1,1+C3m+1,2

T3m+1
=
dB

2 e+bB
2 c

2B

= B
2B

= 1
2

Le facteur d’utilisation de cette configuration est par conséquent bieńegalà 1
2

+ 1
2

= 1. Ce
résultat implique que le processeur est constamment occupé et que par conséquent, il n’y
a aucun temps libre dans l’ordonnancement. La tâcheτ3m+1 poss̀ede une laxit́e nulle, par
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conśequent, chacune de ses instances doitêtre ex́ecut́ee d̀es son arriv́ee dans le système. La
tâcheτ3m+1 laisse libre le processeur pendant seulement, pour chacune de ses instances, un
unique bloc de duréeB (la longueur de la suspension) pour l’exécution des autres tâches. La
figure 6.1 repŕesente un ordonnancement réussi de la configuration géńeŕee par le probl̀eme
de3-partition. Les bornes dukièmebloc de temps creux sont calculables et sont les suivantes :[

2(k − 1)B +

⌈
B

2

⌉
; 2kB −

⌊
B

2

⌋)
∀k ≥ 1 (6.1)

Nous allons aborder notre démonstration en deux parties.

1) Si une solution existe pour le probl̀eme de3-partition alors la configuration de
tâches ǵenérée admet un ordonnancement faisable :
D’après l’énonće du probl̀eme et si nous nous intéressons̀a A1, il poss̀ede exactement trois
éléments (not́essj, sk et sl) dont la somme (sj + sk + sl) donneB. Pendant le temps creux
correspondant̀a la suspension de la première instance deτ3m+1, nous ordonnançons les
premìeres sous-tâches (Ci,1) des t̂aches (τj, τk et τl) correspondant aux́eléments deA1. Les
secondes sous-tâches sont ordonnancées pendant le temps creux créé par la(m + 1)ième ins-
tance deτ3m+1. Ainsi le tempśecouĺe entre les deux sous-tâches de chaque tâche ǵeńeŕeeà
partir deséléments deA1 estégalà (2m − 1)B, soit la duŕee de suspension requise d’après
la formule 6.1. Nous recommençons le même processus en prenant leséléments deA2 et
en ŕeitérant l’oṕeration en ordonnançant les premières sous-tâches des tâches ǵeńeŕees par
les éléments deA2 pendant le temps creux géńeŕe par la seconde instance deτ3m+1 et les
secondes sous-tâches pendant le temps creux obtenu par l’exécution de la(m + 2)ième ins-
tance deτ3m+1. Puis, il suffit de continuer les m̂emes oṕerations en ordonnançant les tâches
correspondant aux́elémentsAi pendant lesiième et (m + i)ième temps creux ǵeńeŕes par les
instances deτ3m+1. Ainsi, nous obtenons un ordonnancement faisable pour notre configura-
tion de t̂aches.

2) Si la configuration de tâches ǵenérées admet un ordonnancement faisable alors il
existe une solution pour le probl̀eme de 3-partition : Nous allons d’abord supposer qu’il
existe un ordonnancement non préemptif pour les t̂aches ǵeńeŕees puis nous traiterons le cas
géńeral.

- Il existe un ordonnancement non préemptif pour les t̂aches ǵeńeŕeesà partir du
probl̀eme de3-partition :
Comme le facteur d’utilisation est de1 et que l’ordonnancement est faisable, dans chaque
temps creux d̂u à l’exécution d’une reqûete deτ3m+1 trois t̂aches ex́ecutent soit leur première
sous-t̂ache, soit leur seconde (elles sont trois carB/4 < Ci,j < B/2, i = 1..3m, j = 1, 2).
Les trois t̂aches, dont la première sous-t̂ache s’est ex́ecut́ee pendant le temps creux dû à
l’exécution de la première reqûete de la t̂acheτ3m+1, ne peuvent pas exécuter leur seconde
sous-t̂ache pendant lesm − 1 blocs de temps creux suivants géńeŕes parτ3m+1 sinon la
duŕee de suspension n’est pas respectée. Par conśequent, la seconde sous-tâche ne peut̂etre
ordonnanćee qu’̀a partir du(m + 1)ièmebloc de temps creux. Pendant ce temps creux, toutes
les premìeres sous-tâches de toutes les tâchesτi (pour i ∈ {1 . . . 3m}) ont ét́e ex́ecut́ees et
toutes ces t̂aches sont en période de suspension sauf celles qui ont exécut́e leur premìere sous-
tâche durant le premier bloc de temps creux. Par conséquent, comme le facteur d’utilisation
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est de1, pendant le(m + 1)ième bloc de temps creux, les seules tâches ordonnancées sont
celles dont la première sous-t̂ache aét́e ex́ecut́ee durant le premier bloc de temps creux.
En ŕeṕetant cette logique pour les autres tâches, les tâches qui ont ex́ecut́e leur premìere
sous-t̂ache pendant leiième (i ≤ m) bloc de temps creux exécutent leur seconde sous-tâche
pendant le(m + i)ième bloc de temps creux. Ainsi, si nous nommonsAi, l’ensemble dessk

ayant servìa la conception des tâches dont la première sous-t̂ache aét́e ex́ecut́ee pendant
le iième temps creux ǵeńeŕe parτ3m+1, alors nous obtenons une partition deA en m sous-
ensembles respectant les contraintes données par le problème de3-partition.

- Cas ǵeńeral :
Nous allons en fait d́emontrer qu’une sous-tâche ne peut s’exécuter que dans un unique
bloc de temps creux géńeŕe parτ3m+1. En effet, utilisons un raisonnement par l’absurde
et supposons qu’une sous-tâche ait commencé son ex́ecution dans un block (k < m) et
qu’elle finisse son ex́ecution dans le block + 1. Les autres sous-tâches sont supposées s’̂etre
exécut́ees dans un unique bloc. Comme il ne peut y avoir plus de trois sous-tâches par bloc,
il n’y a que deux sous-tâches dont l’ex́ecution s’est termińee dans le block. Par respect des
suspensions des tâches, il n’y a seulement que deux sous-tâches complét́ees dans le bloc
m + k. En conśequence, il y a un temps creux dans le block + m ce qui contredit le fait que
le facteur d’utilisation est́egalà1. Ce qui met un point final̀a cette d́emonstration.

�

Définition 19 Un algorithme d’ordonnancement est dituniverselsi cet algorithme effectue
le choix de la prochaine tâcheà ordonnancer en temps polynomial [JEF 91].

Nous d́emontrons maintenant qu’il n’existe pas d’algorithmeuniverselpour ordonnancer des
tâches avec suspension,à moins queP = NP.

Theorème 6 S’il existe un algorithme d’ordonnancement universel pour les configurations
de t̂aches òu chaque t̂ache se suspend au plus une fois alorsP = NP.

Démonstration :

Nous allons utiliser une technique de preuve classique, telle que celle présent́ee dans [JEF 91].
Plus pŕeciśement, nous allons supposer l’existence d’un tel algorithme. Et nous allons dé-
montrer que si cet algorithme choisit en un temps polynomial (polynomial en la longueur
de la configuration) la prochaine tâche ex́ecut́ee, alorsP = NP. Parce que dans ce cas-là,
nous aurions trouv́e un algorithme pseudo-polynomial capable de résoudre le problème de
3-partition.

Nous supposons qu’il existe un algorithme d’ordonnancement concernant les configura-
tions de t̂aches ṕeriodiques, òu chaque t̂ache peut se suspendre au plus une fois, et sur
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des syst̀emes monoprocesseurs. Cet algorithme est noté A. En utilisant la m̂eme technique
que celle d́etaillée dans la preuve du théor̀eme 5, nous d́efinissons̀a partir d’une instance
du probl̀eme de3-partition un ensemble de3m + 1 tâches, not́e I. L’ensemble des tâches
composant la configuration nouvellement géńeŕeeI est à d́epart simultańe. En utilisant le
même raisonnement que dans la démonstration du th́eor̀eme 5, pour v́erifier que toutes les
instances respectent leurséch́eances, nous pouvons limiter notre période d’́etudeà l’inter-
valle [0, 4Bm]. Par conśequent, nous ordonnançons la configurationI avec l’algorithmeA,
puis nous v́erifions que chaque tâche respecte sońech́eance. L’hyperṕeriode de l’ordonnan-
cement, comme nous l’avons calculée pŕećedemment, est́egaleà 4Bm. De plus, d’apr̀es
nos hypoth̀eses,A est un algorithme polynomial. Par conséquent, v́erifier que toutes les
éch́eances sont respectées se fait en un temps au plus pseudo-polynomial (c.-à-d. s’est clai-
rement ŕealiśe en temps proportionnelàBm). En utilisant le m̂eme raisonnement que lors de
la démonstration du th́eor̀eme 5, la configurationI n’est ordonnançable par l’algorithmeA
que si et seulement si, il existe une partition des tâchesτ1, . . . , τ3m en m ensembles dis-
joints A1, A2, . . . , Am tels que pour chaque ensembleAi (i ∈ {1, . . . ,m}), nous avons∑

τj∈Ai
Cj,1 = B. Ainsi, la solution obtenue par l’algorithmeA donne une solution pour

résoudre le problème de3-partition. Afin de d́eterminer cette solution, nous transformons
l’instance du probl̀eme de3-partition en construisant simplement l’ensemble de tâches avec
au plus une suspension par tâche comme dans la preuve du théor̀eme 5 et alors en présentant
cette configuration de tâches̀a la proćedure de d́ecision baśee sur l’algorithmeA.

Par conśequent, nous avons trouvé un algorithme pseudo-polynomial pour résoudre le pro-
blème de3-partition. Mais le probl̀eme de3-partition estNP-complet au sens fort et ne peut
pas en conśequencêetre ŕesolu par un algorithme pseudo-polynomial sauf siP = NP. Donc,
et pour conclure, si l’algorithmeA existe alorsP = NP. Un tel algorithme ne peut donc pas
par conśequent exister.

�

6.3. Anomalies d’ordonnancement

Dans cette sous-partie, nous allonsétudier les possibilit́es d’apparition d’anomalies sous la
politique d’ordonnancementEarliest-Deadline-First (EDF). Nous explicitons tout d’abord
la notion d’anomalie d’ordonnancement. Soit A un algorithme, nous savons que le temps
processeur requis pourA peut varier d’une ex́ecutionà une autre.A poss̀ede des anoma-
lies d’ordonnancement, s’il existe une configurationI de t̂aches telle que diminuer la durée
d’exécution ou de suspension d’une des tâches rend la configurationI non ordonnançable
par A, alors qu’elle l’́etait en consid́erant les pires durées d’ex́ecution et de suspension de
l’ensemble des tâches de la configuration. Un algorithme supportant les anomalies d’ordon-
nancement est ditrobuste. En pratique, la robustesse simplifie les tests d’ordonnnaçabilité
puisqu’il est suffisant de ne considérer que les pires durées d’ex́ecution des t̂aches.

Il a ét́e prouv́e dans [LIU 00] qu’EDF est robuste pour l’ordonnancement de tâches ind́e-
pendantes sans suspension. Ainsi, dans un ordonnancement, toutes les dates limites de fin
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d’exécution sont respectées avec les pires durées d’ex́ecution ; diminuer la durée d’ex́ecution
d’une des t̂aches ne peut pas amenerEDF à ne plus respecter l’éch́eance d’une des tâches du
syst̀eme. Nous allons d́emontrer que cette assertion est fausse dès lors que des tâches sont
autoriśeesà se suspendre.

Theorème 7 Des anomalies d’ordonnancement peuvent apparaı̂tre en ex́ecutant des t̂aches
à suspension par l’algorithme d’ordonnancement EDF.

Démonstration :

Afin de d́emontrer ce th́eor̀eme, une configuration de tâchesI va être d́efinie. Puis sur cette
configuration, il vâetre prouv́e que si la duŕee d’ex́ecution ou la duŕee de suspension d’une
des t̂aches est ŕeduite d’une unit́e de temps, unéech́eance ne sera plus respectée. SoitI la
configuration suivantèa trois t̂aches :

τ1 : r1 = 0, C1,1 = 2, X1 = 2, C1,2 = 2, D1 = 6, T1 = 10

τ2 : r2 = 5, C2,1 = 1, X2 = 1, C2,2 = 1, D2 = 4, T2 = 10

τ3 : r3 = 7, C3,1 = 1, X3 = 1, C3,2 = 1, D3 = 3, T3 = 10

Lorsque toutes les tâches sont ex́ecut́ees avec leurs pires durées d’ex́ecution et de suspension,
EDF définit l’ordonnancement suivant :à l’instant0, il ordonnance la t̂acheτ1 jusqu’̀a l’ins-
tant2. La tâcheτ1 se suspend de l’instant2 à 4. À l’instant 4, elle red́emarre son ex́ecution
et la terminèa l’instant6. À ce moment-l̀a, la t̂acheτ2 se ŕeveille et s’ex́ecute jusqu’̀a l’ins-
tant7. Moment auquel elle se suspend et auquel la tâcheτ3 se ŕeveille et alors commence son
exécution.À l’instant 8, la tâcheτ3 se suspend et alors la tâcheτ2 qui ayant fini sa suspension
peut achever son exécutionà l’instant9. La tâcheτ3, se ŕeveillantà ce m̂eme instant, peut
terminer elle-m̂eme son ex́ecutionà l’instant10. Cet ordonnancement est représent́e sur la fi-
gure 6.2. L’ordonnancement se déroule correctement et toutes leséch́eances sont respectées.
Par conśequent, en utilisant les pires durées de suspension et d’exécution, l’ordonnancement
deI par l’algorithme d’ordonnancement en-ligneEDF est faisable.
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Figure 6.2. Ordonnancement de la configurationI avec ses pires durées
d’exécution des t̂aches

Maintenant, en diminuant la durée d’ex́ecution de la t̂acheτ1 ou sa duŕee de suspension
d’une unit́e de temps, il vâetre d́emontŕe que la t̂acheτ3 ne respecte plus sońech́eance. Par
exemple, diminuons la durée d’ex́ecutionC1,1 d’une unit́e de temps :C1,1 = 1 et laissons
toutes les autres durées d’ex́ecution et de suspension inchangées. Commeτ1 a une unit́e
de moins d’ex́ecution, elle termine par conséquent son ex́ecution une unit́e plus t̂ot doncà
l’instant5. Maisà cet instant,τ2 se ŕeveille et peut par conséquent commencer son exécution
une unit́e plus t̂ot. Doncà l’instant7 quand elle se réveille apr̀es sa suspension, elle entre
en concurrence avec la tâcheτ3 qui s’active. Cette concurrence n’existait pas au préalable
puisque lorsque toutes les tâches sont ex́ecut́ees avec leurs pires durées d’ex́ecution et de
suspension, la tâcheτ2 se suspend̀a la date7 et ne demande donc pasà s’ex́ecuter. La
tâcheτ2, disposant d’unéech́eance plus petite que celle de la tâcheτ3, peut s’ex́ecuter et
finir son ex́ecutionà l’instant8. Mais de ce fait, la t̂acheτ3 se retrouve retard́ee d’une unit́e
de temps et en conséquence elle ne respecte plus sonéch́eance (cf. Figure 6.3.a), ce qui
provoque une anomalie d’ordonnancement. Ainsi, en diminuant la durée d’ex́ecution de la
premìere sous-t̂ache deτ1, l’ordonnancement est devenu irréalisable. Maintenant, réduisons
à son tour la duŕee de suspension de la tâcheτ1 d’une unit́e de temps et laissons les autres
param̀etres inchanǵes. L’ordonnancement obtenu est représent́e par la figure 6.3.a. La tâche
τ1 finit son ordonnancementà l’instant5, à cet instant la t̂acheτ2 est ex́ecut́ee.τ2 finit son
ordonnancementà l’instant8, ce qui d́ecale l’ex́ecution deτ3 et lui fait manquer sońech́eance
à l’instant10. Si maintenant, la durée d’ex́ecutionC1,2 est ŕeduite d’une unit́e de temps tandis
que les autres paramètres restent inchangés, la t̂acheτ3 manque encore sońech́eance pour
les m̂emes raisons que celles préćedemment cit́ees.
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Figure 6.3. Apparition d’anomalies d’ordonnancement en modifiant les
caract́eristiques de la t̂acheτ1 de la configurationI

Enfin, pour ces configurations où l’ordonnancement selonEDF n’est pas faisable, il existe
un ordonnancement (hors-ligne) faisable. Par exemple, si nous reprenons la configuration
de t̂achesI et que nous diminuonsCi,1 d’une unit́e de temps, nous avons démontŕe que
l’ordonnancement deI parEDF est impossible. Mais si un algorithme décide,à l’instant7 de
retarder l’ordonnancement de la tâcheτ2 d’une unit́e de temps pour ordonnancerτ3, celle-ci
respecte alors sońech́eance tout comme les autres tâches ainsi que le montre la figure 6.4.

0 5 10
Figure 6.4. Ordonnancement faisable de la configurationI, non

ordonnançable par EDF

�

Corollaire 1 Pour les algorithmes̀a priorité fixe (cf.RM et DM), des anomalies d’ordonnan-
cement peuvent apparaı̂tre lors de l’ex́ecution de t̂achesà suspension.

Démonstration :

Pour cette d́emonstration, nous reconsidérons la configuration de tâches̀a suspension d́efinie
dans la preuve du théor̀eme 7. Sur cette configuration, les priorités affect́ees aux t̂aches par
RM ou DM sont les m̂emes que celles qu’affecteEDF. Par conśequent, les m̂emes śequences
d’exécution sont obtenues et donc les conclusions seront les mêmes que celles obtenues pour
EDF.

�
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6.4. Optimalité des algorithmes en-ligne

Dans ce paragraphe, nous démontrons qu’il n’existe pas d’algorithme en-ligne optimal pour
l’ordonnancement de configurations de tâches̀a suspension sur des systèmes monoproces-
seurs.

Theorème 8 Aucun algorithme en-ligne déterministe n’est optimal pour l’ordonnancement
de configurations de tâchesà suspension sur des systèmes monoprocesseurs.

Démonstration :

Pour d́emontrer ce th́eor̀eme, nous utilisons l’analyse de compétitivité avec un adversaire
évolutif (cf. paragraphe 2.5.3). Par conséquent, la d́emarche est de définir une configuration
de t̂aches. Puis, selon les réactions de l’algorithme en-ligne en ordonnançant cette confi-
guration de t̂achesà suspension, l’adversairéevolutif ajoute (ou pas) de nouvelles tâches
à la configuration pour que la configuration finale soit non ordonnançable par l’algorithme
en-ligne, alors qu’elle le sera de façon optimale par l’adversaire.

Ainsi, définissons la configuration de tâches̀a suspensionI et montrons qu’aucun algorithme
en-ligne ne peut ordonnancer optimalementI. La configuration que nous construisons com-
porte dans un premier temps deux premières t̂aches qui arrivent dans le systèmeà l’instant
0 :

τ1 : C1,1 = 1, X1 = 7, C1,2 = 1, D1 = 10, T1 = 10

τ2 : C2,1 = 1, X2 = 4, C2,2 = 1, D2 = 9, T2 = 10

SoitA un algorithme en-ligne.̀A l’instant 0, l’algorithmeA dispose de deux possibilités pour
ordonnancerI : soit il décide d’ordonnancerτ2, soit il décide de retarder son exécution.

1) L’algorithme en-ligne A décide de ne pas ordonnancerτ2 à l’instant 0 :
- l’algorithme en-ligneA n’ordonnance pasτ2 à l’instant0 (cet ordonnancement est

repŕesent́e par la figure 6.5.a). Il y a alors deux possibilités : ou l’algorithmeA ordonnance
la tâcheτ1 à l’instant0 ou il laisse le processeur inoccupé et attend avant de commencer
l’exécution d’une t̂ache. Mais dans les deux cas, il doit ordonnancer la tâcheτ2 à un instant
t tel que0 < t ≤ 3 pour respecter l’́ech́eance deτ2 (Pour la figure 6.5.a, nous avons prist
égalà2). Dans ce cas,̀a l’instant3 une nouvelle t̂ache (la t̂acheτ3) s’active avec une ṕeriode
égaleà10 :

τ3 : C1,1 = 1, X1 = 2, C1,2 = 3, D1 = 9

À l’instant 3, l’algorithme en-ligneA ordonnance la tâcheτ3 puisqu’elle ne dispose pas de
laxité, son ordonnancement doitêtre imḿediat sous peine de manquer sonéch́eance. Or
en prenant cette décision l’algorithme en-ligneA ne dispose plus d’assez de temps pour
compĺeter l’ex́ecution des t̂achesτ2 et τ3 avant leuréch́eance communèa l’instant9. Par
conśequent, le choix de l’algorithmeA est un mauvais choix et donc, l’ordonnancement de
la configuration de t̂aches̀a suspensionI par l’algorithme en-ligneA n’est pas faisable.
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- l’adversaire optimal hors-ligneordonnancèa l’instant0, la tâcheτ2 et à l’instant1,
la tâcheτ1. À l’instant 3, la tâcheτ3 arrive dans le système et est imḿediatement ordonnancé
par l’adversaire.̀A l’instant 5, la tâcheτ2 qui finit sa suspension est alors ordonnancée et
termine son ex́ecutionà l’instant6. Finalement, la t̂acheτ3 ach̀eve son ex́ecutionà l’instant
9 et τ1 à l’instant10. Cet ordonnancement est représent́e par la figure 6.5.b. Ainsi, m̂eme si
l’ordonnancement deI par l’algorithme en-ligneA n’est pas faisable, cet ordonnancement
par l’adversaire est quantà lui réalisable.

a.

0 2 4 6 8 10

b.

0 2 4 6 8 10

τ3τ2τ1

Figure 6.5. Ordonnancement deI par un algorithme en-ligneA
L’algorithme en-ligne n’ordonnance pas la tâcheà suspensionτ2 à l’instant0

maisà l’instant t = 2

Pour conclure ce premier cas, si un algorithme en-ligne choisit de ne pas ordonnancer la
tâcheτ2 dès l’instant0, l’ordonnancement de la configurationI n’est pas faisable alors qu’il
existe un ordonnancement réalisable deI (l’adversaire). Ainsi l’algorithme en-ligneA n’est
alors pas optimal.

2) L’algorithme en-ligne A décide d’ordonnancerτ2 à l’instant 0 :
- l’algorithme en-ligneA ordonnance la tâcheτ2 dès l’instant0. À l’instant 1, il or-

donnance la t̂acheτ1 pour qu’elle respecte sońech́eance.À l’instant 2, une nouvelle t̂acheà
éch́eance sur reqûete (T4 = D4), la tâcheτ4, arrive dans le système :

τ4 : C1,1 = 4, X1 = 3, C1,2 = 1, T1 = 10

L’algorithme A ordonnance la tâcheτ4 dès l’instant2 (pour respecter sońech́eance).À
l’instant 6, la tâcheτ2 reprend son ex́ecution apr̀es avoir fini sa suspension. Mais il reste
entre les instants9 et10 une seule unit́e de temps̀a l’algorithmeA pour terminer l’ex́ecution
des t̂achesτ1 et τ4, ce qui repŕesente deux unités de temps. Par conséquent, l’une des deux
éch́eances est manquée. Ainsi l’ordonnancement de la configurationI par l’algorithmeA
n’est pas faisable. Cet ordonnancement est représent́e par la figure 6.6.a.

- L’algorithme hors-ligne optimal ordonnanceà l’instant, la t̂acheτ1, à l’instant1, τ2 et
à l’instant2, τ4. À l’instant 6, la tâcheτ2 finit sa suspension et continue son exécution pour
la terminerà l’instant7. Finalement, la t̂acheτ1 ach̀eve son ex́ecutionà l’instant9 et la t̂ache
τ4 à l’instant10. La figure 6.6.b ŕesume l’ordonnancement de la configuration de tâchesI
par l’adversaire hors-ligne.

Ainsi, si l’algorithme en-ligne choisit d’ordonnancer la tâcheà suspensioǹa l’instant
0 alors il existe une configuration de tâchesà suspension qui est non ordonnançable par
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l’algorithme en-ligne mais il existe un ordonnancement faisable de cette configuration (par
l’adversaire).

a.

0 2 4 6 8 10

b.

0 2 4 6 8 10

τ4τ2τ1

Figure 6.6. The on-line algorithmA schedulesτ2 at time0

Pour conclure cette démonstration, quel que soit l’algorithme en-ligne considéŕe, en utilisant
la configuration de t̂aches̀a suspensionI, il est possible selon les décisions d’ordonnance-
ment de l’algorithme en-ligne, de construire une configuration de tâchesà suspension qui
soit non ordonnançable par l’algorithme en-ligne, mais qui soit ordonnnançable par d’autres
algorithmes, en particulier, l’adversaire hors-ligne.

�

6.5. Conclusion

Dans ce chapitre, plusieurs résultats ńegatifs pŕealables̀a uneétude plus complète sur l’or-
donnancement des tâches̀a suspension ontét́e d́emontŕes. Des ŕesultats ńegatifs concernant
la complexit́e, la pŕesence d’anomalies et l’optimalité des algorithmes en-ligne.

Le premier ŕesultat prouv́e est un ŕesultat de complexité. Nous avons prouvé que l’ordonnan-
cement de t̂aches qui peuvent se suspendre au plus une fois est un problèmeNP-Difficile au
sens fort. De plus nous avonsétabli qu’il n’existe pas d’algorithme universel pour l’ordon-
nancement de tâches̀a suspension sauf siP = NP. Ce ŕesultat a fait l’objet de communica-
tions [RID 04, RID 05].

Nous avonśetabli la pŕesence possible d’anomalies d’ordonnancement en exécutant des
tâchesà suspension, sous la politique d’ordonnancementEDF et également pour les algo-
rithmesà priorit́e fixe (RM et DM). Ce ŕesultat áet́e publíe dans une conférence [RID 05].

Finalement, en utilisant l’analyse de compétitivité, nous avons d́emontŕe qu’aucun algo-
rithme en-ligne d́eterministe n’est optimal pour l’ordonnancement de configurations de tâches
à suspension sur des systèmes monoprocesseurs. Ces résultats ont́et́e publíes dans [RID 06a].

Tous ces ŕesultats font́egalement l’objet d’une revue internationale [RID 06b].
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6.6. Bibliographie

[GAR 79] GAREY M., JOHNSON D., Computers and Intractability : a guide to the theory of NP-Completeness, W.H.
Freeman, San Francisco, 1979.

[JEF 91] JEFFAY K., STANAT D., MARTEL C.,« On Non-Preemptive Scheduling of Periodic and Sporadic tasks», proc.
Real-Time Systems Symposium, p. 129-139, 1991.

[LIU 00] L IU J.,Real-Time Systems, Prentice hall, 2000.

[RIC 03] RICHARD P.,« On the complexity of scheduling real-time tasks with self-suspensions on one processor», IEEE
Euromicro Conf. on Real-Time Systems (ECRTS’03), page 8p, 2003.

[RID 04] RIDOUARD F., RICHARD P., COTTET F., « Negative results for scheduling independent hard real-time tasks
with self-suspensions», 25th IEEE International Real-Time Systems Symposium (RTSS’04), 2004.

[RID 05] RIDOUARD F., RICHARD P., COTTET F.,« Ordonnancement des tâches ind́ependantes avec suspension», proc.
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Chapitre 7

Comṕetitivité des algorithmes classiques d’ordonnancement

7.1. Introduction

Dans ce chapitre, nousétudions les algorithmes en-ligne classiques. Jusqu’à pŕesent, aucune
étude n’́evalue la performance des algorithmes en-ligne pour l’ordonnancement de tâches̀a
suspension. Cette recherche a pour but d’étudier les algorithmes en-ligne classiques :RM,
DM, EDF et LLF (cf. paragraphe 4.2).

Cetteétude cherchèaévaluer la comṕetitivité des algorithmes en-ligne classiques selon deux
critères de performance :

– la minimisation du nombre de tâches en retard ;

– la minimisation du temps de réponse maximum.

Nousévaluons les comportements des algorithmes en-ligne vis-à-vis des crit̀eres de perfor-
mance, nous utilisons l’analyse de compétitivité. Nous d́emontrons dans ce chapitre que les
algorithmes en-ligne classiques ne sont pas ou peu compétitifs pour chacun de ces deux
critères de performance même avec des configurations de tâches̀a suspension ayant un fac-
teur d’utilisation faible. Pour simplifier les résultats, nous supposons que les périodes des
tâches sont prises suffisamment grandes pour qu’une unique occurrence de chaque tâche
appartiennèa l’hyperṕeriode.

Ce chapitre est subdivisé en deux paragraphes. Le paragraphe 7.2étudie la comṕetitivité des
algorithmes en-ligne classiques pour la minimisation du nombre de tâches en retard et le pa-
ragraphe 7.3 traite la compétitivité des algorithmes en-ligne classiques pour la minimisation
du temps de ŕeponse maximum.

7.2. Minimisation du nombre de tâches en retard

Le critère de minimisation du nombre de tâches en retard est dévelopṕe dans cette partie.
Ce crit̀ere est bien ŝur équivalent̀a celui de la maximisation du nombre de tâches respectant
leurséch́eances. Nous allons rappeler tout d’abord les principaux résultats connus puis nous
étudierons les performances d’EDF et LLF pour l’ordonnancement de tâches̀a suspension.
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Nous savons qu’il n’existe pas d’algorithme en-ligne compétitif pour la maximisation du
nombre de t̂aches respectant leurséch́eances en ordonnançant des systèmes de t̂aches clas-
siques, sans suspension. Mais il en existe dans des cas particuliers comme présent́es dans
[BAR 01, BAR 94]. Dans ce contexte particulier, nous allons prouver qu’en ordonnançant
des t̂achesà suspension, les algorithmes classiques commeEDF ne sont pas compétitifs.
Il est à noter que nos résultats sont valides d’un point de vue de la faisabilité puisque les
résultats que nous allons présenter, le sont avec pour les configurationsétudíees, des facteurs
d’utilisation faibles, proches de zéro.

7.2.1. Résultats connus

BARUAH et al. [BAR 01, BAR 94] ont prouv́e qu’il n’existe pas d’algorithme d’ordonnan-
cement en-ligne préemptif pour maximiser le nombre de tâches respectant leurséch́eances
dans les systèmes monoprocesseurs. Pour obtenir ce résultat, l’adversaire d́efinit une confi-
guration de t̂aches avec des surcharges du processeur. Mais ces auteurs montrent qu’il existe
des ŕesultats positifs dans des cas particuliers. Nous allons maintenant présenter l’un de ces
cas.

La définition 20 pŕesente les propriét́es de l’un de ces cas particuliers.

Définition 20 Monotonic Absolute Deadlines (MAD) :
Un syst̀eme de t̂aches est qualifíe de MAD si l’́ech́eance absolue de chaque nouvelle tâche
qui arrive dans le système est suṕerieure ouégaleà celle de n’importe quelle tâche d́ejà
apparue dans le système.

La définition 21 pŕesente l’algorithmeSRPTF.

Définition 21 Shortest Remaining Processing Time First (SRPTF) :
SRPTF est un algorithme d’ordonnancement en-ligne préemptif. Il alloueà chaque instant,
le processeur̀a la tâche ayant le plus petit temps processeur restantà ex́ecuter.

LorsqueSRPTFest utiliśe pour ordonnancer des tâches̀a suspension, deux définitions sont
possibles suivant que la durée de suspension est incluse ou non dans le temps processeur :

– si on consid̀ere que la suspension est incluse dans le temps processeur alorsSRPTF
ordonnancèa l’instantt, la tâche ayant la plus petite valeurci(t) + xi(t) où ci(t) (respecti-
vementxi(t)) désigne le temps processeur restantà ordonnancer (respectivement le délai de
suspension)̀a l’instantt.

– sinon, l’algorithmeSRPTFordonnance la tâche avec la plus petite valeur deci(t).

Dans la suite, nous ne considérerons exclusivement que la deuxième d́efinition de l’algo-
rithme en-ligneSRPTF.
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Dans [BAR 01, BAR 94], BARUAH et al. ont prouv́e que si un système de t̂aches a la pro-
priét́eMAD alors l’algorithme d’ordonnancement en-ligneSRPTFest2-comṕetitif pour mi-
nimiser le nombre de tâches en retard. De plus, ils ont démontŕe que la borne inf́erieure pour
ce probl̀eme est́egalement2, c’est-̀a-dire que la borne est serrée. Par conśequent,SRPTFest
donc l’un des meilleurs algorithmes en-ligne possibles.

7.2.2. Mauvais ŕesultats pour l’ordonnancement de tâchesà suspension

Dans ce paragraphe, nous démontrons qu’en ordonnançant des systèmes de t̂aches̀a suspen-
sion, l’algorithme d’ordonnancementSRPTFn’est plus comṕetitif pour minimiser le nombre
de t̂aches en retard et ce même si le syst̀eme estMAD :

Theorème 9 Pour les syst̀emes de t̂aches̀a suspension MAD m̂eme avec un facteur d’utilisa-
tion arbitrairement petit, l’algorithme en-ligne SRPTF n’est pas compétitif pour maximiser
le nombre de t̂aches respectant leurséch́eances.

Démonstration :

La démonstration se fait en utilisant l’analyse de compétitivité avec un adversairéevolutif.
L’adversaire clairvoyant ǵeǹere la configurationI àn + 1 tâches suivante (où n est un entier
positif) :

τ0 : r0 = 0, C01 = 1, X1 = 0, C02 = 0, D0 = K

τi : ri = i− 1, Ci1 = 1, Xi = K − 2, Ci2 = 1, Di = K avec i ∈ {1, .., n}

Où K est un entier positif strictement supérieurà1.

La configuration de t̂aches̀a suspensionI respecte bien la propriét́eMAD.

SRPTF

τn

. . . . . . . . .

τ2

τ1

τ0

Figure 7.1. Ordonnancement de la configurationI par SRPTF pour la
minimisation du nombre de tâches en retard

La figure 7.1 pŕesente l’ordonnancement deI par l’algorithme d’ordonnancementSRPTFet
par son adversaire clairvoyant.À la date0, τ0 et τ1 sont disponibles,SRPTFordonnanceτ0

parce queτ0 a le plus petit temps processeur restant. Ensuite, pour chaque tâcheτi, (1 ≤ i ≤
n), la premìere sous-t̂ache est ordonnancéeà la datei et la secondèa la dateK + (i− 1).
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Algorithme
optimal

τn

. . . . . . . . .

τ2

τ1

τ0

Figure 7.2. Ordonnancement de la configurationI par l’adversaire optimal
pour la minimisation du nombre de tâches en retard

La figure 7.2 pŕesente l’ordonnancement deI par l’adversaire clairvoyant. L’adversaire choi-
sit d’ordonnancer la tâcheτ1 à l’instant0. Puis, il ordonnance chaque tâcheτi (i ∈ {2, . . . , n})
à l’instanti− 1. Pour finir, il ordonnanceτ0.

Calcul du ratio de comṕetitivité de l’algorithmeSRPTF:

cSRPTF =
σSRPTF

σ∗
= lim

n→∞

1

n + 1
= 0

Et pour finir, calculons le facteur d’utilisation deI :

UI =
∑n

i=0
Ci,1+Ci,2

Ti
= 1

K−1
+
∑n

i=1
2
K

= limK→∞
2n+1

K
= 0

Pour conclure, une configuration de tâches̀a suspensionI aét́e ǵeńeŕee par l’adversaire. Elle
respecte la propriét́e duMAD et a un faible facteur d’utilisation alors queSRPTFn’est pas
comṕetitif pour maximiser le nombre de tâches respectant leurséch́eances.

�

Avec la m̂eme configurationI que celle pŕesent́ee dans la d́emonstration du th́eor̀eme 9, les
résultats obtenus pourSRPTFpeuvent s’́etendrèa EDF, DM andRM.

Corollaire 2 Pour des systèmes de t̂achesà suspension et ayant la propriét́e du MAD,EDF,
DM et RM ne sont pas compétitifs pour maximiser le nombre de tâches respectant leurs
éch́eances.
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Démonstration :

Soit I la configuration ǵeńeŕee par l’adversaire lors de la démonstration du th́eor̀eme 9. Sur
cette configuration,EDF, DM et RM assignent exactement les mêmes priorit́es aux t̂aches que
SRPTFle fait. Par conśequent, nous obtenons les mêmes ratios de compétitivité et facteurs
d’utilisation pour ces algorithmes que pourSRPTF. Finalement, la m̂eme conclusion s’im-
poseà savoir que niEDF, ni DM et ni RM ne sont comṕetitifs pour maximiser le nombre de
tâches respectant leurséch́eances.

�

Nous nous int́eressons maintenantà l’étude de l’algorithmeLLF. Comme nous l’avons vu
dans le paragraphe 4.2, cet algorithme affecte la plus haute priorité à la t̂ache ayant la plus
petite laxit́e dynamique. Mais lorsqueLLF est utiliśe pour les t̂aches̀a suspension, et suivant
que nous consid́erons ou non le d́elai de suspension de la tâche comméetant de la laxit́e de
la tâche, deux d́efinitions de l’algorithmeLLF peuvent̂etre donńees :

– si le d́elai de suspension des tâches est considéŕe comme laxit́e de la t̂ache, la laxit́e
dynamiqueL1 de la t̂acheτi est égaleà Li,1(t) = di − t − ci(t) ; où ci(t) est le temps
processeur de la tâcheτi restant̀a ex́ecuterà l’instantt ;

– sinon, la laxit́e dynamiqueL2 de la t̂acheτi estégaleàLi,2(t) = di − t− ci(t)− xi(t) ;
où xi(t) est le d́elai de suspension de la tâcheτi restant̀a ex́ecuterà l’instantt.

Dans tout ce qui suit, nous ne considérons que la première d́efinition de la laxit́e dynamique
(L1). Ainsi, la duŕee de suspension de la tâche est comprise dans le calcul de sa laxité.

Theorème 10 Pour des systèmes de t̂aches̀a suspension et ayant la propriét́e MAD,LLF n’est
pas comṕetitif pour maximiser le nombre de tâches respectant leurséch́eances.

Démonstration :

Pour l’algorithmeLeastLaxity First (LLF), soitI la configuratioǹan tâches suivante :

τi : ri = 0, Ci1 = 3, Xi = K − 3(n + 1), Ci2 = 3, Di = K avec ∀i = 1..n

où K est un nombre tr̀es grand tendant vers l’infini.

LLF
. . . . . . . . .

K

Figure 7.3. Ordonnancement de la configurationI par LLF pour la
minimisation du nombre de tâches en retard
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Les ŕesultats de l’ordonnancement deI par LLF sont donńes par la figure 7.3.̀A l’instant 0,
LLF commence par ordonnancer la tâcheτ1. Mais apr̀es avoir ex́ecut́e τ1 pendant une unité
de temps, les autres tâchesτi (i ∈ 2, .., n) ont une priorit́e plus importante que celle deτ1. Par
conśequent,LLF préempteτ1 et ex́ecuteτ2. Mais, apr̀es une unit́e de temps d’ex́ecution deτ2,
les autres t̂aches ont une priorité plus importante que celle deτ2. Les t̂achesτi (i ∈ 1, .., n)
ont la m̂eme laxit́e obligeantLLF à pŕeempter̀a chaque fois la tâche active après seulement
une unit́e de temps de son exécution. En conśequence, l’ex́ecution des t̂aches ne peut se faire
qu’unité apr̀es unit́e. Ce qui obligeLLF à ne respecter aucune deséch́eances de ces tâches.

Algorithme
optimal

. . . . . . . . .

K

Figure 7.4. Ordonnancement de la configurationI par un algorithme optimal
pour la minimisation du nombre de tâches en retard

L’ordonnancement de la configurationI par l’adversaire clairvoyant est présent́e par la fi-
gure 7.4. L’algorithme optimal ordonnance la première sous-t̂ache deτ1 puis la premìere
sous-t̂ache deτ2 pour finir avec la première sous-t̂ache deτn et dans le m̂eme ordre, la se-
conde sous-tâche de ces tâches. Par conséquent, l’algorithme optimal ne manque aucune
éch́eance.

Le calcul du ratio de comṕetitivité deLLF donne :

cLLF =
σLLF

σ∗
=

0

n
= 0

Ce qui implique queLLF n’est pas comṕetitif pour la maximisation du nombre de tâches
respectant leurśech́eances. Et le calcul du facteur d’utilisation de cette configurationI (cf.
7.1), montre bien qu’il est quasi nul. Ce qui nous permet de conclure quantà la faiblesse de
LLF.

UI =
n∑

i=1

Ci1 + Ci2

Ti

= lim
K→∞

6n

K
= 0 (7.1)

�
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7.2.3. Technique de l’augmentation de ressources

En analyse de compétitivité, l’algorithme en-ligne et l’adversaire clairvoyant s’exécutent sur
la même machine. Mais les résultats obtenus par cette technique d’analyse sont quelques fois
pessimistes. Afin de diminuer ce pessimisme, des alternatives existent. De manièreà analyser
les performances relatives des algorithmes sous un autre angle, une extension de l’analyse de
comṕetitivité aét́e cŕeée : l’augmentation de ressources [PHI 97]. Dans cette extension, l’al-
gorithme en-ligne s’ex́ecute sur une machine plus rapide que celle de l’adversaire (il est donc
avantaǵe. . .). Un ŕesultat d’ordonnancement connu est que l’algorithme d’ordonnancement
EDF n’est pas optimal pour la minimisation du nombre de tâches manquant leuréch́eance
(ou fautes temporelles) en présence de surcharge du processeur (cf. paragraphe 4.3.2). Il a
ét́e prouv́e dans [PHI 97], qu’en présence de surcharge, si une configuration de tâches qui est,
avec une m̂eme machine, non ordonnançable parEDF mais ordonnançable par un algorithme
optimal, alors elle sera ordonnançable parEDF avec une machine deux fois plus rapide. Cette
dernìere assertion est fausse dès que le système est composé de t̂aches̀a suspension et nous
le démontrons.

Le résultat connu d’EDF ne tient plus si les tâches sont̀a suspension. Le théor̀eme qui suit,
va d́emontrer que m̂eme s’il existe une configurationI ordonnançable par un algorithme
optimal, alors elle ne sera pas toujours ordonnançable parEDF même sur une machinek fois
plus rapide, òu k est un entier strictement positif quelconque.

Pour ordonnancer des tâches̀a suspension, le système est composé de plusieurs processeurs :
le processeur principal pour ordonnancer les tâches proprement dites et des processeurs
dédíes (ou annexes) pour l’exécution des oṕerations externes. Par conséquent, il existe deux
types de processeurs qui peuventêtre acćeléŕes. Dans un premier temps, nous accélérons
uniquement le processeur principal et dans un deuxième temps, uniquement les processeurs
annexes.

7.2.3.1. Technique d’augmentation de ressources : le processeur principal

Nous prouvons dans ce paragraphe, que pour l’ordonnancement de tâches̀a suspension, l’al-
gorithmeEDF ne peut pas toujours définir un ordonnancement faisable avec un processeur de
vitesses (où s est un entier quelconque strictement positif) alors qu’il existe un ordonnance-
ment faisable par un algorithme hors-ligne sur une machine de vitesse1 (détermińe par un
algorithme optimal et clairvoyant). Par conséquent, allouer plus de ressourcesà l’algorithme
EDF n’aide pas̀a d́efinir un simple algorithme en-ligne compétitif.

Theorème 11 Augmenter la vitesses (où s est un entier quelconque strictement positif) du
processeur n’aḿeliore pas les performances d’EDF quand les t̂aches sont autoriśeesà se
suspendre par rapport̀a un algorithme d’ordonnancement optimal utilisant un processeur
de vitesse unitaire.

Démonstration :
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Raisonnement par l’absurde :

Hypothèse :Il existe un entiers, s > 1 tel que siEDF dispose d’une machines fois plus
rapide que celle de son adversaire clairvoyant, alorsEDF est optimal.

Soit la configurationI àn + 1 tâches suivante :

τ0 : r0 = 0, C0,1 = 2s, X0 = 0, C0,2 = 0, D0 = 4s + 1

τi : ri = 0, Ci,1 = 1/n, Xi = 4s, Ci,2 = 1/n, Di = 4s + 2 1 ≤ i ≤ n

– La figure 7.5.a donne l’ordonnancement deI par un algorithme optimal sur une ma-
chine de vitesse1. L’algorithme optimal ordonnance dans un premier temps, successivement,
toutes les t̂achesτi avec1 ≤ i ≤ n, puis, pendant la suspension de celles-ci, il ordonnance
la tâcheτ0. Ainsi, toutes leśech́eances sont respectées.

– La figure 7.5.b pŕesente l’ordonnancement deI par l’algorithmeEDF sur une machines
fois plus rapide. A l’instant0, EDF ordonnanceτ0 car sońech́eance est plus proche que celle
des autres tâches. Ainsi, il retarde l’ex́ecution des t̂achesτi (1 ≤ i ≤ n) qui manquent leur
éch́eance. Par conséquent,EDF même avec une machines fois plus rapide ne parvient tou-
jours pas̀a respecter toutes leséch́eances et par conséquent̀a construire un ordonnancement
faisable.

Calculons maintenant le ratio de compétitivité de l’algorithme d’ordonnancementEDF avec
une machines fois plus rapide. L’algorithme optimal respecte quantà lui toutes leśech́eances
comme le montre la figure 7.5.aà la différence d’EDF qui ne respecte qu’une seuleéch́eance,
celle deτ1 (cf. figure 7.5.b). Notons parσEDF, la performance obtenue par l’algorithmeEDF,
et parσ∗, celle de l’algorithme optimal. Le ratio de compétitivité d’EDF en faisant tendre le
nombre de t̂aches,n, vers l’infini estégalà :

cEDF =
σEDF

σ∗
= lim

n→∞

1

n + 1
= 0

EDF n’est par conśequent pas compétitif pour la minimisation du nombre de tâches ne res-
pectant pas leuŕech́eance, m̂eme en lui augmentant la vitesse de sa machine allouée.

Ce qui contredit l’hypoth̀ese de d́epart et conclut cette démonstration.

a.

0 2 4 6 8 10

b.

0 2 4 6 8 10

τi (1 ≤ i ≤ n)τ0

Figure 7.5. L’ordonnancement deI par EDF avec un processeur de vitesse2
(s = 2)
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�

7.2.3.2. Technique d’augmentation de ressources : les processeurs annexes

Nous d́emontrons dans ce paragraphe que l’augmentation de la vitesse des processeurs dédíes
n’améliore pas les performances de l’algorithmeEDF. La vitesse du processeur principal
reste unitaire.

Theorème 12 L’augmentation de la vitesse des processeurs annexes pour l’algorithme d’or-
donnancement en-ligneEDF n’améliore pas ses performances quand les tâches sont alloúees
pour se suspendre au plus une fois.

Démonstration :

Pour d́emontrer ce th́eor̀eme, nous employons la même ḿethode utiliśee lors de la d́emonstration
du th́eor̀eme 11 : une d́emonstration par l’absurde.

Hypothèse :il existe un entier strictement positifs, s > 1 tel que l’algorithmeEDF avec des
processeurs annexes de vitesses fois plus rapides que ceux de l’algorithme optimal alors, il
est optimal. Par conséquent, s’il existe un ordonnancement faisable pour une configuration
I alors il existe un ordonnancement faisable deI par EDF avec des processeurs annexes de
vitesses.

Soit I la configuration suivante :

τ0 : r0 = 0, C0,1 = 2s, X0 = 0, C0,2 = 0, D0 = 2s + 1

τi : ri = 0, Ci,1 = 1/n, Xi = 2s, Ci,2 = 1/n, Di = 2s + 2 1 ≤ i ≤ n

– L’ordonnancement de la configurationI par l’algorithme optimal est représent́e par la
figure 7.6.a.À l’instant 0, toutes les t̂aches sont activ́ees, l’algorithme optimal clairvoyant
avec des processeurs dédíes de vitesse1 ordonnance les tâchesτi à l’instant0 (avec1 ≤ i ≤
n). Enfin, il ordonnance la tâcheτ0 pendant la suspension des tâchesτi (1 ≤ i ≤ n). Toutes
leséch́eances sont respectées.

– La figure 7.6.b illustre l’ordonnancement deI par EDF avec des processeurs dédíes de
vitesses. À l’instant 0, EDF ordonnanceτ0 en premier car sońech́eance est la plus proche.
Ensuite, il ordonnance les tâchesτi (1 ≤ i ≤ n). Par conśequent, toutes les tâchesτi (1 ≤
i ≤ n) manquent leuŕech́eance.

a.

0 2 4 6 8 10

b.

0 2 4 6 8 10

τi (1 ≤ i ≤ n)τ0

Figure 7.6. L’ordonnancement deI par EDF avec des processeurs dédíes de
vitesse2 (s = 2)
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�

Par conśequent, l’algorithme en-ligneEDF même avec des processeurs dédíes s fois plus
rapides que ceux de l’algorithme optimal ne peut obtenir un ordonnancement faisable deI
alors qu’il existe un ordonnancement faisable de cette configuration avec des processeurs
dédíes de vitesse unitaire.

Pour clore cette d́emonstration, calculons le ratio de compétitivité (pour la minimisation du
nombre de t̂aches en retard) de l’algorithmeEDF lorsqu’il dispose de processeurs dédíess
fois plus rapides que ceux de l’adversaire.

– L’algorithme optimal respecte toutes leséch́eances des tâches, donc, si nous notonsσ∗

sa performance,σ∗ = n + 1.

– L’algorithme EDF, ne respecte que l’éch́eance de la tâcheτ0. En conśequence, si nous
notonsσEDF sa performance,σEDF = 1.

Le ratio de comṕetitivité ŕesultant (en faisant tendre le nombre de tâchen vers l’infini) est
de :

cEDF =
σEDF

σ∗
= lim

n→∞

1

n + 1
= 0

La technique d’augmentation de ressources utilisée ainsi, est inefficace pourEDF. Augmenter
seulement le processeur principal ou seulement les processeurs annexes n’améliore pas les
performances de l’algorithme d’ordonnancementEDF. Une issue int́eressante serait d’étudier
la technique d’augmentation de ressources appliquéeà tout le syst̀eme (processeur principal
et processeurs dédíes).

7.3. Minimisation du temps de ŕeponse maximum

Lorsque les t̂aches ne se suspendent pas, pour tout algorithme d’ordonnancement conservatif
(c.-à-d. n’inśerant pas de temps creux dans l’ordonnancement s’il existe au moins une tâche
prêteà s’ex́ecuter), alors le plus grand temps de réponse d’une tâche ne peut excéder la duŕee
de la ṕeriode d’activit́e synchrone (Synchronous Busy Period). Mais cette assertion devient
inexacte quand les tâches sont̀a suspension comme l’illustrent les résultats suivants pour
RM, DM, EDF et LLF.

7.3.1. Comṕetitivité d’EDF, RM et DM

La politique d’ordonnancementEDF est au mieux2-comṕetitive pour minimiser le temps de
réponse maximum.

Theorème 13 L’algorithme d’ordonnancementEDF est au mieux2-comṕetitif pour la mini-
misation du temps de réponse maximum en ordonnançant des tâchesà suspension, se sus-
pendant au plus une fois.
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Démonstration :

Soit la configuration de tâchesI suivante :

τ1 : r1 = 0, C1,1 = ε, X1 = K, C1,2 = ε, D1 = 4K

τ2 : r2 = 0, C2,1 = K, X2 = 0, C2,2 = 0, D2 = 4K − 1

Où K est un entier positif suṕerieurà1.
Où ε est un nombre positif strictement inférieur à 1 et tendant vers źero. Sur la figure 7.7
sont pŕesent́es les ŕesultats de l’ordonnancement de la configurationI par l’algorithme d’or-
donnancementEDF et par un algorithme clairvoyant optimal. L’algorithmeEDF ordonnance
en premier la t̂acheτ2 car sonéch́eance est la plus proche. Mais l’algorithme clairvoyant,
ordonnance en premier la tâcheτ1 pour permettre d’ordonnancerτ2 pendant la suspension
deτ1.

EDF

Algorithme
optimal

τ2τ1

Figure 7.7. Comṕetitivité d’EDF pour la minimisation du temps de réponse
maximum

Le calcul du ratio de comṕetitivité d’EDF finit cette d́emonstration. Le temps de réponse
obtenu parEDF pour l’ordonnancement deI estégalà2K+2ε alors que celui de l’algorithme
optimal est deK + 2ε. Ce qui nous permet d’obtenir un ratio de compétitivité d’EDF de2 en
faisant tendreε vers0 (cf. figure 7.2).

cEDF =
σEDF

σ∗
= lim

ε→0

2K + 2ε

K + 2ε
=

2K

K
= 2 (7.2)

Ce qui conclut notre d́emonstration puisqu’une configurationI a ét́e trouv́ee sur laquelle
le ratio de comṕetitivité de l’algorithme d’ordonnancementEDF est de2. Par conśequent,
EDF est un algorithme au mieux2-comṕetitif.

�

Nous allons maintenantétendre ce ŕesultat aux algorithmesRM et DM.
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Corollaire 3 Les algorithmes d’ordonnancementRM et DM sont au mieux2-comṕetitifs
pour l’ordonnancement de tâchesà suspension òu chaque t̂ache se suspend au plus une
seule fois, et en minimisant le temps de réponse maximum.

Démonstration :

La configurationI utilisée dans la d́emonstration du th́eor̀eme 13 est conservée. Si nous
ordonnançons cette configurationI avec les algorithmesRM et DM, les priorit́es affect́ees
par ces algorithmes seront les mêmes que celles affectées parEDF. Par conśequent, comme
EDF dans la d́emonstration du th́eor̀eme 13,RM et DM ordonnancentτ2 avantτ1, ce qui
implique que les m̂emes ŕesultats que pour l’algorithmeEDF sont obtenus. Ainsi,RM et
DM ont un ratio de comṕetitivité d’au moins deux. Ce qui permet de conclure queRM et
DM sont au mieux2-comṕetitifs.

�

7.3.2. Comṕetitivité deLLF

La politique d’ordonnancementLLF est au mieux2-comṕetitive pour minimiser le temps de
réponse.

Theorème 14 L’algorithme d’ordonnancementLLF est au mieux2-comṕetitif pour la mini-
misation du temps de réponse maximum pour l’ordonnancement de tâchesà suspension et
se suspendant au plus une fois.

Démonstration :

Pour d́emontrer ce th́eor̀eme, le ratio de compétitivité deLLF en ordonnançant une certaine
configurationI doit êtreégalà2. SoitI la configuration suivante :

τ1 : r1 = 0, C1,1 = ε, X1 = K, C1,2 = ε, D1 = 4K

τ2 : r2 = 0, C2,1 = K, X2 = 0, C2,2 = 0, D2 = 2K + 2

Où K est un entier positif suṕerieurà1.
Où ε est un nombre positif strictement inférieurà1 et tendant vers źero. La figure 7.8 montre
les ŕesultats de l’ordonnancement de la configuration de tâchesI par l’algorithme d’ordon-
nancementLLF et par un algorithme clairvoyant optimal. L’algorithmeLLF (cf. figure 7.8)
ordonnance en premier la tâcheτ2 car sa laxit́e dynamique est plus faible. Quantà l’al-
gorithme optimal, il commencèa ordonnancerτ1 pour permettre d’ex́ecuterτ2 pendant la
suspension deτ1.
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LLF

Optimal
algorithm

τ2τ1

Figure 7.8. Comṕetitivité deLLF pour la minimisation du plus grand temps de
réponse

Enfin, calculons le ratio de compétitivité deLLF (7.3), en sachant que la longueur d’ordon-
nancement obtenue parLLF est égaleà 2K − 2ε et que celle obtenue par un algorithme
optimal n’est que deK + 2ε.

cLLF =
σLLF

σ∗
= lim

ε→0

2K − 2ε

K + ε
=

2K

K
= 2 (7.3)

Ce qui permet de conclure la démonstration puisqu’une configurationI sur laquelle le ratio
de comṕetitivité de l’algorithme d’ordonnancementLLF est de2 a ét́e d́etermińee. Et donc,
LLF est un algorithme au mieux2-comṕetitif.

�

7.4. Conclusion

Dans ce chapitre, l’analyse de compétitivité aét́e utilisée pouŕevaluer les performances des
algorithmes en-ligne classiques (RM, DM, EDF et LLF paragraphe 4.2) dans l’étude de deux
critères de performance : la minimisation du nombre de tâches en retard et la minimisation
du temps de ŕeponse maximum.

Ainsi, en utilisant l’analyse de compétitivité, nous avons d́emontŕe que les algorithmes clas-
siques en-ligne sont non compétitifs pour minimiser le nombre de tâches en retard. En par-
ticulier, ils sont m̂eme non comṕetitifs sur des configurations de tâchesà suspension avec
des charges processeurs presque nulles alors qu’il existe des ordonnancements faisables de
ces configurations ǵeńeŕees. Pour ce m̂eme probl̀eme, nous avonśegalement d́emontŕe que
la technique d’augmentation des ressources n’amène aucune aḿelioration pour l’ordonnan-
cement de t̂aches̀a suspension sousEDF. Ces ŕesultats ont́et́e publíes dans des conférences
[RID 04, RID 05], et une revue [RID 06].

Nous avons finalement démontŕe que les algorithmes en-ligne classiques ne sont pas mieux
que2-comṕetitifs pour la minimisation du temps de réponse maximum. Ces résultats ont fait
l’objet d’une communication [RID 05], et d’une revue [RID 06].
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Chapitre 8

Analyse des tests d’ordonnançabilité pour les systèmes̀a
priorité fixe

8.1. Introduction

Plusieurs tests d’ordonnançabilité ontét́e pŕesent́es (cf. chapitre 5) pour l’ordonnancement
monoprocesseur de tâches qui peuvent se suspendre au plus une seule fois. Ces tests sont
baśes sur les algorithmes̀a priorit́e fixe (RM et DM). Ces tests d’ordonnançabilité utilisent
une des deux ḿethodes suivantes :

– le calcul du pire temps de réponse : pour chaque tâche, le pire temps de réponse est
calcuĺe et la configuration est ordonnançable si le pire temps de réponse de chaque tâche est
inférieurà sonéch́eance relative ;

– le calcul de la charge processeur : la charge du processeur est calculée et ne doit pas
dépasser1 (qui repŕesente les capacités d’ordonnancement du processeur) pour que la confi-
guration soit ordonnançable.

Définir une ḿethode d’ordonnancement en-ligne revientà choisir d’une part, un algorithme
d’ordonnancement, et d’autre part, un test d’ordonnançabilité. Nous avons vu dans le cha-
pitre 6 qu’aucun algorithme en-ligne ne peutêtre optimal pour ordonnancer des tâchesà
suspension. En conséquence, choisir un ordonnanceurà priorit́e fixe va introduire du pes-
simisme dans la ḿethode d’ordonnancement. Mais du pessimisme peut aussiêtre introduit
dans la ḿethodèa travers le test d’ordonnançabilité.

L’objectif de ce chapitre est d’évaluer les tests d’ordonnançabilité. En effet, les tests présent́es
dans le chapitre 5 sont des tests approchés. Ainsi, ils induisent ńecessairement du pessimisme
dans leurs calculs. Ces méthodes sont connues, même utiliśees dans certains cas, mais au-
cuneévaluation de leur pessimisme n’est connue. De plus, personne n’a cherché à savoir si
un test, et donc sa manière de prendre en compte les suspensions des tâches, est fondamen-
talement meilleur que les autres. Ce chapitre mène une première étude sur ces tests, mais
pour qu’elle soit pertinente, les testsà étudier doivent avoir des critères communs : le m̂eme
proćed́e de calculs et basés sur le m̂eme algorithme. Seulement deux tests d’ordonnançabilité
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sont baśes surEDF. De plus, ils sont basés sur deux calculs différents. Ainsi, notre choix se
porte uniquement sur les algorithmesà priorit́e fixe.

Pour les algorithmes̀a priorit́e fixe, seuls des tests fondés sur le calcul du pire temps de
réponse ont́et́e établis. Notréetude porte sur les algorithmesà priorit́e fixe et le calcul du
pire temps de ŕeponse.

Dans ce chapitre, les tests d’ordonnançabilité s’appliquant aux tâches̀a suspensiońetudíes
sont ceux de KIM et al. [KIM 95] et celui de LIU [LIU 00]. Le test de PALENCIA et GON-
ZALEZ HARBOUR n’est pas abord́e ici, car son impĺementation et l’ajout de caractéristiques
aux t̂aches (gigue sur activation, offset,. . .) rend sa mise en œuvre et sonétude tr̀es difficile.
Nous avons choisi de ne pas l’implémenter afin d’obtenir plus rapidement des résultats.

Pour l’analyse des tests d’ordonnançabilité, nous subdivisons ce chapitre en deux parties :
une partie par ḿethode d’analyse. La première partie se concentre sur l’étude des tests
d’ordonnançabilit́e par l’analyse de compétitivité qui permet d’obtenir une mesure quantita-
tive du pessimisme introduit par le test dans le pire des casà travers le ratio de compétitivité.
Puis dans un second temps, nous utiliserons la simulation pour obtenir des comportements
moyens de ces tests. Pour déterminer le pessimisme de ces tests d’ordonnançabilité, nous uti-
lisons l’approche pŕesent́ee par EPSTEINet ROB VAN STEE dans l’article [EPS 01] et VEST-
JENS dans l’article [CHE 96, HOO 96]. Leurs travaux consistentà étudier les probl̀emes
d’ordonnancement d’une façon originale, différente des autresétudes. En effet, leur approche
consistèa étudier un probl̀eme d’ordonnancement en utilisant l’analyse de compétitivité. Ils
ne cherchent pas̀aétablir un nouvel algorithme qui soit optimal pour le problèmeétudíe, ouà
chercher une autre solution d’ordonnancement, maisà établir, pour une classe d’algorithmes
donńee (par exemple, les algorithmes en-ligne et déterministes), une borne inférieure du ratio
de comṕetitivité de tous les algorithmes de la classe. Ils ont ainsi détermińe ou aḿelioré la
borne inf́erieure connue du ratio de compétitivité pour les algorithmes en-ligne déterministes
(et randomiśes) pour plusieurs critères de performance entre autres, la minimisation de la
date de fin d’ex́ecution, du temps de réponse moyen. Afin d’aḿeliorer une borne inf́erieure,
cette ḿethode consiste en la géńerationbrute forcede configuration de tâches, pour ne rete-
nir au final que la configuration de tâches menant̀a la borne inf́erieure la plus importante, la
nouvelle valeur prenant la place de borne inférieure.

Ainsi, pourétudier les tests d’ordonnançabilité, nous abordons le problème en terme d’ana-
lyse de comṕetitivité. Chacun des tests traités est baśe sur le calcul du pire temps de réponse.
Afin de calculer le ratio de compétitivité, nous devons disposer d’une méthode exacte du cal-
cul du pire temps de réponse des tâches ordonnancées sousRM. Afin de calculer le temps de
réponse maximum exact obtenu avec l’algorithmeRM, nous utilisons le principe des travaux
de [ALZ 05] qui ont d́efini une ḿethode exacte pour le calcul du temps de réponse de tâches
dans les systèmes non pŕeemptifs et lorsque les durées d’ex́ecution des t̂aches varient. Nous
avons adapté leur ḿethode aux t̂aches pŕeemptives avec suspension, ordonnancées parRM.
Pour d́eterminer la borne inférieure de chaque test, comme dans les travaux préćedemment
cités, nous ǵeńerons bon nombre de configurations de tâches̀a suspension, nous calculons le
ratio de comṕetitivité de chaque tâche et ainsi de chaque configuration. Finalement, nous ne
conservons pour chaque test que la configuration menant au pire ratio de compétitivité.
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La question importante que nous allonsétudier dans ce chapitre est de savoir si ces trois tests
sont d’une part, comparables (dominance d’un test par rapport aux autres) et d’autre part,
quel est le pessimisme que chaque test introduit ?

Le paragraphe 8.2 présente la ḿethode de calcul du pire temps de réponse obtenu pour
chaque configuration par l’algorithmeRM. Le paragraphe 8.3, définit les caract́eristiques
principales du simulateur. Le paragraphe 8.4, définit les ŕesultats obtenus avec l’analyse de
comṕetitivité et le paragraphe 8.6 expose les résultats de la simulation.

8.2. Calcul exact du pire temps de ŕeponse sousRM

Pour le calcul du pire temps de réponse exact obtenu par l’algorithmeRM, nous utilisons le
même principe que celui des travaux de [ALZ 05]. En effet, du fait de la présence possible
d’anomalies lors de l’ordonnancement d’une configuration sousRM, pour d́eterminer le pire
temps de ŕeponse, nous devons tester pour chaque requête de chaque tâche l’ensemble de
toutes les valeurs que peuvent prendre les paramètres.

Lors de la ǵeńeration d’une t̂ache, des bornes supérieures du temps d’exécution de chaque
sous-t̂ache et du d́elai de suspension lui sont attribuées. Les bornes inférieures de ces temps
d’exécution et du d́elai de suspension sont fixéesà1.

Afin de d́eterminer le pire temps de réponse exact de chaque tâche, un algorithmebrute force
ordonnance la configuration de tâches en respectant la politique d’ordonnancementRM. Il
fait varier pour chaque requête de chaque tâche les valeurs des différents param̀etres (entre
la borne inf́erieure1 et celle attribúeeà la ǵeńeration). En consid́erant toutes ces variations,
l’algorithme stocke pour chaque tâche son pire temps de réponse respectant l’éch́eance de la
tâche.

8.3. Caract́eristiques des configurations ǵenérées

Pour la ǵeńeration de configurations de tâches̀a suspension, un simulateur est défini. Mais
quelques contraintes doiventêtre rajout́ees au simulateur pour deux raisons principales :

– obtenir un nombre plus important de configurations de tâches à suspension
ordonnançables.

– diminuer la complexit́e du calcul exact du pire temps de réponse obtenu par l’algorithme
RM (nous savons que ce problème estNP-Difficile au sens fort,cf. chapitre 6).

Ainsi, la premìere contrainte est de limiter, arbitrairement, la charge processeur des configu-
rationsà0.7. En effet, la diminution de ce paramètre est une donnée importante pour rendre
des configurations ordonnançables. Mais une charge processeur inférieureà0.7 n’assure pas
qu’une configuration soit obligatoirement ordonnançable. Une autre contrainte pour obtenir
des configurations ordonnançables est de limiter le nombre de tâches de la configuration.
Ainsi, ce nombre est limité à trois. C’est sur ce type de configurations que nous obtenons les
meilleures bornes du ratio de compétitivité. À noter également que les tâches ǵeńeŕees sont
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des t̂aches̀a éch́eance sur reqûete.

De plus, nous avons démontŕe (cf. paragraphe 6.3) la présence d’anomalies pour l’ordon-
nancement de tâches̀a suspension avec les algorithmesà priorit́e fixe. Mais la pŕesence pos-
sible d’anomalies d’ordonnancement augmente la complexité de calculs des pires temps de
réponse des tâches̀a suspension. La présence d’anomalies d’ordonnancement impose de ne
pas se contenter de calculer le pire temps de réponse des tâches en considérant pour chaque
tâche son pire temps de suspension et d’exécution. En effet, diminuer le temps de suspen-
sion ou d’ex́ecution d’une t̂ache peut augmenter le temps de réponse d’une des tâches de la
configuration. Par conséquent, pour d́eterminer le pire temps de réponse d’une tâche d’une
configuration, il faut tester toutes les variations possibles des valeurs d’exécution et de sus-
pension pour chacune des requêtes de chacune des tâches̀a suspension de la configuration.

Afin de limiter le nombre de calculs, il faut limiter le nombre de variations. Ainsi, les confi-
gurations de t̂aches que ǵeǹere le simulateur ont quelques contraintes supplémentaires :

– limiter les duŕees d’ex́ecution et de suspension des tâches ;

– limiter la longueur de l’hyperṕeriode (cf. paragraphe 4.1.2.3).

Remarque 10 Ci (resp.Xi) désigne la limite suṕerieure du temps processeur requis (resp.
la pire duŕee de suspension) de la tâcheτi. En conśequence, comme nous nous limitons au
temps discret (cf. paragraphe 3), la durée d’ex́ecution (resp. le d́elai de suspension) d’une
tâche prend une valeur entière qui varie entre1 et la valeur deCi (resp.Xi). Pour limiter les
durées d’ex́ecution et de suspension, les valeurs deCi,1, Xi et Ci,2 sont entìeres et prennent
aléatoirement une valeur comprise dans{1, 2, 3, 4}.

Pour ŕeduire la longueur de l’hyperpériode, deux r̀egles sont ajoutées :

– les t̂aches̀a suspension ǵeńeŕees sont̀a d́epart simultańe ;

– les t̂aches sont ǵeńeŕees avec des périodes harmoniques (définition 22).

Définition 22 Soit I : (τ1, τ2, . . . , τn) une configuration de tâches.I poss̀ede des ṕeriodes
harmoniques, si et seulement si, les deux propriét́es suivantes sont respectées :

T1 ≤ T2 ≤ · · · ≤ Tn

∀i, i ∈ {2, . . . , n}, Ti mod Ti−1 = 0

Remarque 11 La premìere propríet́e des configurations̀a période harmonique permet juste
de v́erifier que les t̂aches sont ordonńees par ordre croissant sur les périodes. La seconde
propriét́e limite la longueur de l’hyperṕeriode et ainsi le nombre de requêtes par t̂ache dans
une hyperṕeriode. En effet, la longueur de l’hyperpériode se limitèa la plus grande ṕeriode
( des t̂aches de la configuration). Or, comme nousétudions l’algorithmèa priorité fixeRM,
la tâche ayant la plus grande période est́egalement la t̂ache la moins prioritaire.
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Pour la ǵeńeration d’une configuration de tâches, le simulateur géǹere les t̂aches les unes
apr̀es les autres. Pour chaque tâcheτi, le simulateur ǵeǹere :

– dans un premier temps, les valeurs des temps d’exécution :Ci,1 et Ci,2 et du d́elai de
suspensionXi ;

– dans un deuxième temps, le simulateur détermine la longueur de la période pour que
la charge processeur de la configuration reste inférieureà 0.7. Ainsi, si nous d́enotonsϑ, la
charge processeur de la configuration avant la géńeration de la t̂acheτi, pour que la charge
reste inf́erieureà0.7, il faut :

ϑ +
Ci

Ti

< 0.7

Ti >
Ci

0.7− ϑ
(8.1)

À noter que la charge est prise strictement inférieureà0.7, de manìereà éviter de diviser par
zéro dans la ǵeńeration de la t̂ache suivante. Par conséquent, afin de conserver les propriét́es
de la d́efinition 22, pour calculer la ṕeriode de la t̂acheτi, nous partons de la période la
tâcheτi−1. Puis nous multiplions cette période par un entier aléatoire compris entre1 et
9.0− (3 ∗ i) + Ci,1 + Xi + Ci,2 jusqu’̀a obtenir une ṕeriodeTi qui vérifie l’équation 8.1. La
formule9.0 − (3 ∗ i) permet de ǵeńerer une première ṕeriode relativement importante afin
d’éviter une charge processeur dès le d́epart troṕelev́ee. Puis cette valeur diminue au fur età
mesure de la ǵeńeration des ṕeriodes. La valeurCi,1+Xi+Ci,2 permet d’obtenir des ṕeriodes
importantes par rapport aux caractéristiques des tâches. Cette procédure est pŕesent́ee dans
Algorithme 1.

Algorithme 1 : Géńeration d’une t̂ache
Donnée: Ti−1, la ṕeriode la t̂ache pŕećedente ou1, si c’est la ǵeńeration de la première

tâche.
Donnée: ϑ, la charge processeur de la configuration avant la géńeration de la t̂acheτi.
Résultat : τi = (Ci,1, Xi, Ci,2, Ti).
Début

Ci,1 ←− Random(1, 2, 3, 4);
Xi ←− Random(1, 2, 3, 4);
Ci,2 ←− Random(1, 2, 3, 4);
Ti = Ti−1;
Tant que Ti ≤ Ci

0.7−ϑ
faire

Ti ←− Ti ∗Random(1, .., 9.0− (3 ∗ i) + Ci,1 + Xi + Ci,2);

fin

8.4. Bornes inf́erieures du ratio de comṕetitivit é

Dans ce paragraphe, nous présentons les configurations de tâchesà suspension ǵeńeŕees
menant au pire temps de réponse pour chacun des trois tests d’ordonnançabilité.
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Pour d́eterminer une borne inférieure sur la comṕetitivité d’un test d’ordonnançabilité pour la
minimisation du temps de réponse maximum, bon nombre de configurations de tâches̀a sus-
pension sont ǵeńeŕees (en respectant les caractéristiques impośees dans la paragraphe 8.3).

Pour chaque configuration de tâches, il faut calculer pour chaque tâche :

– la borne suṕerieure du temps de réponse calculéeà l’aide de la formule pŕesent́ee dans
le paragraphe 5.2.

– le temps de ŕeponse maximum exact obtenu par l’algorithmeRM.

Pour calculer le temps de réponse exact de chaque tâche d’une configuration, obtenu avec
l’algorithmeRM, il faut tester toutes les combinaisons possibles des valeurs des temps d’exé-
cution et de suspension des requêtes de chaque tâche.

Puis pour chaque tâche, le ratio de compétitivité est calcuĺe (la borne suṕerieure,σ(τ),
détermińee par le test et divisée par le temps de réponse exact maximum obtenu avecRM,
σRM(τ) :

σ(τ)

σRM(τ)

Finalement, pour chaque configuration, le plus grand ratio est conservé afin d’obtenir une
borne.

8.4.1. La méthode A deK IM

Theorème 15 La limite inf́erieure du ratio de comṕetitivité du test d’ordonnançabilité de la
méthode A deK IM pour la minimisation du temps de réponse maximum lors de l’ordonnan-
cement de t̂achesà suspension est de2, 91667.

Démonstration :

PosonsIA, la configuratioǹa trois t̂aches̀a suspension suivante :

τ1 : C1,1 = 3, X1 = 2, C1,2 = 3, T1 = 12

τ2 : C2,1 = 3, X2 = 1, C2,2 = 1, T2 = 96

τ3 : C3,1 = 1, X3 = 1, C3,2 = 1, T3 = 96

La borne suṕerieure sur le temps de réponse maximum, obtenue pour chaque tâcheτi de la
configurationIA, par le test d’ordonnançabilité de la ḿethodeA de KIM estégaleà :

τ1 : σA
1 = 8, τ2 : σA

2 = 17, τ3 : σA
3 = 35
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0 2 4 6 8 10 12

τ3τ2τ1

Figure 8.1. Les temps de réponse exacts obtenus parRM en ordonnançantIA.

La figure 8.1 pŕesente le temps de réponse maximum exact obtenu avec l’algorithme d’ordon-
nancement̀a priorit́e fixeRM. Pour cette configuration, aucune anomalie d’ordonnancement
n’est pŕesente. Ainsi, pour obtenir les pires temps de réponse des tâches, il faut ex́ecuter les
tâches de la configuration avec leurs pires durées d’ex́ecution et de suspension.

À l’instant 0, l’algorithmeRM ordonnance la tâcheτ1 et durant sa suspension, il commence
l’ordonnancement de la tâcheτ2. À la fin de l’ordonnancement deτ1, à l’instant8, τ2 continue
son ordonnancement.À l’instant 9, la tâcheτ2 se suspend et pendant sa suspension, la tâche
τ3 est ordonnanćee. Finalement, la tâcheτ2 finit son ordonnancementà l’instant11, et la
tâcheτ3, à l’instant12. Par conśequent, les temps de réponse maximums des tâches (d́enot́es
σRM

i ) valent :

τ1 : σRM
1 = 8, τ2 : σRM

2 = 11, τ3 : σRM
3 = 12

Par conśequent, le ratio de compétitivité obtenu par la ḿethode A de KIM sur cette configu-
rationIA est de :

cRM
A = sup

anyI

σA(I)

σRM(I)
≥ σA(IA)

σRM(IA)

≥ max

(
σA

1

σRM
1

,
σA

2

σRM
2

,
σA

3

σRM
3

)
≥ σA

3

σRM
3

=
35

12
= 2.91667

Ainsi, la borne inf́erieure du ratio de compétitivité de la ḿethode A de KIM est fix́ee pour le
momentà2.91667.

�

8.4.2. La méthode B de Kim

Theorème 16 La borne inf́erieure du ratio de comṕetitivité de la ḿethode B de Kim pour la
minimisation du temps de réponse maximum est de2, 75.
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Démonstration :

Soit IB, la configuration de tâches̀a suspension suivante :

τ1 : C1,1 = 1, X1 = 1, C1,2 = 3, T1 = 6

τ2 : C2,1 = 1, X2 = 3, C2,2 = 2, T2 = 270

τ3 : C3,1 = 3, X3 = 2, C3,2 = 3, T3 = 810

La borne suṕerieure du temps de réponse maximum calculée par la ḿethode B de KIM pour
chaque t̂acheτi de la configuration de tâches̀a suspensionIB et d́enot́eeσB

i estégaleà :

τ1 : σB
1 = 5, τ2 : σB

2 = 22, τ3 : σB
3 = 35

. . .

0 2 4 6 8

τ3τ2τ1

Figure 8.2. Ordonnancement de la configurationIB par l’algorithmeRM.

Pour la configurationIB, le pire ratio de comṕetitivité est obtenu avec la tâcheτ2. Ainsi, la
figure 8.2 pŕesente l’ordonnancement de la configurationIB permettant d’obtenir le temps
de ŕeponse maximum exact de la tâcheτ2. Pour obtenir ce temps de réponse maximum, la
tâcheτ1 doit être ex́ecut́ee avec un temps d’exécutionC1,2 = 1. Les autres param̀etres de la
configuration sont̀a leur valeur maximum.̀A l’instant 0, l’algorithmeRM ordonnanceτ1 car
elle est la t̂ache avec la priorité la plusélev́ee.À l’instant 1, la tâcheτ1 se suspend et la tâche
τ2 est ordonnanćee.À l’instant 2, τ2 est suspendue et la tâcheτ1 finit son ordonnancement
(à l’instant3). À l’instant 3, la tâcheτ3 est ordonnanćee pendant la suspension de la tâche
τ2. À l’instant 6, la seconde requête de la t̂acheτ1 se ŕeveille et est ex́ecut́ee.À l’instant 7, la
tâcheτ2 est ordonnanćee et finit son ex́ecutionà l’instant8. Par conśequent, nous obtenons
les temps de ŕeponse exacts des tâches suivants :

τ1 : σRM
1 = 5, τ2 : σRM

2 = 8, τ3 : σRM
3 = 24

Par conśequent, le ratio de compétitivité de la ḿethodeB de KIM est de :

cRM
B = sup

anyI

σB(I)

σRM(I)
≥ σB(IB)

σRM(IB)

≥ max

(
σB

1

σRM
1

,
σB

2

σRM
2

,
σB

3

σRM
3

)
≥ σB

2

σRM
2

=
22

8
= 2.75

�
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8.4.3. La méthode de Jane W. S.L IU

Theorème 17 Le ratio de comṕetitivité obtenu par la ḿethode deL IU est de2, 875 pour la
minimisation du temps de réponse maximum lorsque les tâches se suspendent au plus une
fois

Démonstration :

Pour cette d́emonstration, nous réutilisons la configurationIB définie dans la d́emonstration
de la borne inf́erieure de la ḿethode B de Kim (Th́eor̀eme 16).

La borne suṕerieure du temps de réponse maximum obtenue avec la méthode de LIU pour
chaque t̂acheτi de la configurationIB et d́enot́eeσL

i est de :

τ1 : σL
1 = 5, τ2 : σL

2 = 23, τ3 : σL
3 = 47

La figure 8.2 pŕesente le temps de réponse maximum exact obtenu pour la tâcheτ2, avec
l’algorithmeRM en ordonnançantIB. Ces temps de réponse sont les m̂emes que ceux obtenus
dans la d́emonstration de la borne inférieure de la ḿethode B de KIM :

τ1 : σRM
1 = 5, τ2 : σRM

2 = 8, τ3 : σRM
3 = 24

Par conśequent, le ratio de compétitivité obtenu avec la ḿethode de LIU pour la minimisation
du temps de ŕeponse maximum estégalà :

cRM
L = sup

anyI

σL(I)

σRM(I)
≥ σL(IB)

σRM(IB)

≥ max

(
σL

1

σRM
1

,
σL

2

σRM
2

,
σL

3

σRM
3

)
≥ σL

2

σRM
2

=
23

8
= 2.875

�

Nous avonśegalement d́etermińe un dernier test d’ordonnançabilité : la ”meilleure ḿethode”.

8.4.4. La meilleure ḿethode

Cette ḿethode consistèa appliquerpour chaque t̂ached’une configuration les trois tests
d’ordonnançabilit́e pŕećedemment́etudíes. Pour chaque tâche, la valeur retenue pour la borne
suṕerieure du temps de réponse maximum est la plus petite des valeurs obtenues par les
tests d’ordonnançabilité. Une telle ḿethode peut permettre de diminuer la valeur du ratio
de comṕetitivité mais nous ne disposons pas de démonstration formellèa cette affirmation.
Mais, le ratio de comṕetitivité de cette ”meilleure ḿethode” est inf́erieurà celui des autres
tests d’ordonnançabilité :
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Theorème 18 Le ratio de comṕetitivité de la meilleure ḿethode pour la minimisation du
temps de ŕeponse maximum pendant l’ordonnancement de tâches̀a suspension est de2, 16667.

Démonstration :

PosonsIC , la configuration de tâches̀a suspension suivante :

τ1 : C1,1 = 1, X1 = 1, C1,2 = 3, T1 = 9

τ2 : C2,1 = 1, X2 = 3, C2,2 = 1, T2 = 72

τ3 : C3,1 = 3, X3 = 2, C3,2 = 1, T3 = 648

Le temps de ŕeponse maximum exact obtenu pour chaque tâche avec l’algorithme d’ordon-
nancementRM est de :

τ1 : σRM
1 = 5, τ2 : σRM

2 = 6, τ3 : σRM
3 = 14

Le tableau 8.1 pŕesente pour chacune des trois tâches de la configurationIC , le temps de
réponse maximum obtenu pour chaque test d’ordonnançabilité.

TâchesMéthode A de KIM Méthode B de KIM Méthode de LIU

τ1 5 5 5
τ2 13 13 14
τ3 22 20 23

Tableau 8.1.Temps de ŕeponse maximums calculés pour chaque tâche deIC

et chaque test

Pour chaque tâche, le tableau 8.2 présente les temps de réponse maximums obtenus avec la
meilleure ḿethode :

TâchesMeilleure ḿethode

τ1 5
τ2 13
τ3 20

Tableau 8.2.Meilleur temps de ŕeponse maximum pour chaque tâche deIC

Par conśequent, le ratio de compétitivité de la meilleure ḿethode,CBst, est de :

cRM
Bst = sup

anyI

σBst(I)

σRM(I)
≥ σL(IC)

σRM(IC)

≥ sup
1≤i≤3

{inf{cRM
A (τi), c

RM
B (τi), c

RM
L (τi)}}

≥ 2.16667
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8.5. Incomparabilité des tests de faisabilit́e

Ces ŕesultats tendent̀a montrer que la ḿethode B de KIM est celle qui obtient les meilleurs
résultats. Mais, en réalit́e, nous ne pouvons pas conclure que la méthode B soit la meilleure.
En effet, la seule conclusion possible est que ces tests d’ordonnançabilité ne sont pas com-
parables. Aucune conclusion n’est possible car il est possible pour chaque test d’ordonnan-
çabilité de d́efinir une configuration de tâches òu le test concerńe est le meilleur des trois
tests sur cette configuration. KIM et al.ont d́ejà prouv́e que leurs deux ḿethodes ne sont pas
comparables [KIM 95]. Maintenant, nous allons démontrer que la ḿethode A deKim et la
méthode deLiu ne sont pas comparables : en exhibant deux configurations de tâches, òu les
méthodes comparées sont tour̀a tour la meilleure.

Soit I la configuration de t̂aches suivante :

τ1 : C1,1 = 2, X1 = 3, C1,2 = 1, T1 = 7

τ2 : C2,1 = 1, X2 = 3, C2,2 = 2, T2 = 56

τ3 : C3,1 = 3, X3 = 1, C3,2 = 2, T3 = 392

Le ratio de comṕetitivité obtenu pour ces deux tests d’ordonnançabilité sont :

σRM
A (I) = 1.47

σRM
L (I) = 1.80

Le ratio obtenu avec la ḿethode A deKim est meilleur que le ratio obtenu par la méthode de
L IU.

Soit I ′ la configuration de t̂aches̀a suspension suivante :

τ1 : C1,1 = 2, X1 = 3, C1,2 = 1, T1 = 9

τ2 : C2,1 = 2, X2 = 3, C2,2 = 3, T2 = 45

τ3 : C3,1 = 2, X3 = 2, C3,2 = 1, T3 = 90

Les ratios obtenus sont maintenant de :

σRM
A (I ′) = 1.69

σRM
L (I ′) = 1.56
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Mais sur cette configuration, la ḿethode de LIU obtient un meilleur ratio que celui obtenu
par la ḿethode A de KIM . Ainsi, ces tests ne sont pas comparables entre eux.

Nous ne pouvons pas nous prononcer quantà savoir si la ḿethode B de KIM et la ḿethode
de LIU sont comparables car avec notre géńerateur de t̂aches, nous avons détermińe des
configurations òu la méthode B de KIM est meilleure que celle de LIU. Cependant, nous
n’avons jamais ǵeńeŕe une configuration telle que la méthode de LIU soit meilleure que la
méthode B de KIM . Par conśequent, il se peut qu’il existe une telle configuration mais nous
n’en savons en réalit́e rien.

8.6. Étude par la simulation

8.6.1. Introduction

Dans ce paragraphe, nous présentons les résultats nuḿeriques obtenus en géńerant avec
l’algorithme brute force (d́ecrit dans le paragraphe 8.3), un bon nombre de configurations
de t̂achesà suspension. Tous les tests d’ordonnançabilité (les deux ḿethodes de KIM , la
méthode de LIU) et l’algorithme de calcul du temps de réponse maximum exact de l’algo-
rithme RM, ont ét́e appliqúes à toutes les configurations de tâches ǵeńeŕees. Ensuite pour
chaque configuration, le ratio de compétitivité pour la minimisation du temps de réponse
maximum est calculé. Finalement, le ratio pour chaque test et chaque configuration est stocké
puis des statistiques sur ces ratios sont calculés pour chaque test d’ordonnançabilité.

Nous savons que l’environnement de notre simulation (en particulier l’affectation des ca-
ract́eristiques des tâches) n’est pas suffisant (cf. [BIN 04]) pour d́eterminer des comparai-
sons d́efinitives et exhaustives sur les différents tests d’ordonnançabilité. Par conśequent, nos
conclusions ne sont valables que dans le confinement de notre modèle stochastique (cf. para-
graphe 8.3). Nous vous rappelons que le simulateur aét́e d́evelopṕe pour d́efinir des bornes
inférieures de ratio de compétitivité et non pour mener uneétude des tests par simulation.

8.6.2. Résultats

Pour obtenir des résultats pertinents d’un point de vue statistique, un million de configu-
rations de t̂achesà suspension ont́et́e ǵeńeŕees. Les configurations de tâchesà suspen-
sion ǵeńeŕees respectent́egalement les contraintes imposées dans le paragraphe 8.3. Le
tableau 8.3 représente les ŕesultats statistiques obtenus par chacun des trois tests d’ordon-
nançabilit́e étudíes.

Trois caract́eristiques statistiques ontét́e calcuĺees apr̀es la ǵeńeration du million de confi-
gurations et l’application de chaque test sur chaque configuration :

– La premìere ligne du tableau 8.3 présente pour chaque test le pourcentage de fois où
chaque test d’ordonnançabilité aét́e le meilleur des trois tests d’ordonnançabilité pour une
configuration (c.-̀a-d. qu’il a obtenu le plus petit ratio de compétitivité). La ḿethode B de
K IM est celle obtenant le meilleur pourcentage loin devant la méthode A de KIM .
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– La moyenne du ratio de compétitivité obtenue pour chaque test est stockée dans la se-
conde ligne du tableau 8.3. La méthode B de KIM est celle obtenant le ratio moyen le plus
petit. À noterégalement que m̂eme si la ḿethode de LIU n’est quasiment pour chaque confi-
guration jamais la meilleure (cf. la premìere ligne du tableau), elle n’en dispose pas moins
d’un ratio moyen meilleur̀a celui de la ḿethode A de KIM .

– Avec l’écart type (troisìeme ligne), le meilleur des trois tests d’ordonnançabilité est celui
de la ḿethode A de KIM même si les ŕesultats sont globalement proches.

tests
d’ordonnançabilit́e

Méthode A de KIM Méthode B de KIM Méthode de LIU

Pourcentage 3.64% 99.8% ≈ 0.00%
Moyenne 1.65 1.21 1.50
Écart type 0.18 0.20 0.22

Tableau 8.3.Résultats de la simulation pour les tests d’ordonnançabilité pour
des configurations de tâches composées de2 ou3 tâches

8.7. Conclusion

Dans ce chapitre, les tests d’ordonnançabilité (calculant une borne supérieure du temps de
réponse maximum) basés sur l’algorithmèa priorit́e fixeRM, ontét́e étudíes. Pour chacun de
ces trois tests, une borne inférieure du ratio de compétitivité (pour la minimisation du temps
de ŕeponse maximum) áet́e établie. Ces ratios de compétitivité permettent de représenter le
pessimisme qu’engendre chacun de ces tests par rapportà l’algorithme d’ordonnancement
RM. La borne inf́erieure la plus petitéetantégaleà2.75, c’est la ḿethode B de KIM . La borne
inférieure de la ḿethode A de KIM est de2.91667 et celle de la ḿethode de LIU : 2.875. Mais
il faut rappeleŕegalement que dans le chapitre 7, nous avons démontŕe que l’algorithme d’or-
donnancementRM n’est pas non plus un algorithme optimal et que son ratio de compétitivité
par rapport̀a un adversaire clairvoyant est de au moins2, ceci montre que valider un système
temps ŕeel en pŕesence de tâches̀a suspension avec ces méthodes peut conduirèa surdimen-
sionner des systèmes de façon importante. Ainsi, ces tests d’ordonnançabilité introduisent
une part de pessimisme de par leurs calculs mais aussi parce qu’ils sont basés sur l’algo-
rithmeRM qui n’est que2-comṕetitif.

À noterégalement qu’en utilisant l’analyse de compétitivité ainsi que la simulation, le meil-
leur des tests d’ordonnançabilité est celui de la ḿethode B de KIM , même si ces ŕesultats sont
uniquement valables dans le cadre de notre modèle stochastique utilisé pour la ǵeńeration de
configurations de tâches. Finalement, les résultats obtenus avec ces trois tests d’ordonnan-
çabilité ont ét́e aḿeliorés en consid́erant pour chaque tâche de chaque configuration une
combinaison des tests présent́es (cf. la meilleure ḿethode, paragraphe 8.4.4). Le ratio de
comṕetitivité a alors atteint la valeur de2.166667.

Ces ŕesultats ont́et́e publíes dans une conférence, [RID 06].

∼ 127 ∼



LISI-ENSMA Chapitre 8 : Analyse des tests d’ordonnançabilité
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Chapitre 9

Conclusion sur les tâches̀a suspension

Nous avonśetudíe dans cette partie le problème d’ordonnancement des tâches̀a suspension
dans un contexte monoprocesseur. Nous avons axé notreétude sur les tâches qui ne peuvent
se suspendre qu’au plus une seule fois. Cette recherche s’est portée sur trois domaines :

– la difficulté de l’ordonnancement des tâches̀a suspension sur un système monoproces-
seur ;

– la comṕetitivité des algorithmes en-ligne classiques selon deux critères de performance :
la minimisation du nombre de tâches en retard et la minimisation du temps de réponse maxi-
mum ;

– l’ évaluation du pessimisme engendré par les tests d’ordonnançabilité conçus pour l’or-
donnancement des tâches̀a suspension.

Il avait déjà ét́e prouv́e (cf. [RIC 03]) que l’ordonnancement de tâches̀a suspension ṕeriodi-
ques et̀a d́epart simultańe est un probl̀emeNP-Difficile au sens fort. Nous avons démontŕe
dans cettéetude que le problème ouvert de complexité òu les t̂aches sont̀a éch́eance sur
reqûete estégalement un problèmeNP-Difficile au sens fort. De plus, nous avons conclu
qu’il n’existe pas d’algorithmeuniverselpour ordonnancer des tâches avec suspension, sauf
si P = NP.

Une autre difficult́e d’ordonnancement démontŕee est la pŕesence possible d’anomalies lors
de l’ordonnancement de tâchesà suspension par les algorithmes classiques d’ordonnance-
mentRM, DM, EDF (cf. paragraphe 4.2).

Nous avonśegalement́etabli qu’aucun algorithme en-ligne déterministe n’est optimal pour
l’ordonnancement de tâches̀a suspension dans un système monoprocesseur.

En utilisant l’analyse de compétitivité, nous avonśevalúe les performances des algorithmes
en-ligne classiques (RM, DM, EDF et LLF (paragraphe 4.2) pour l’étude de deux critères de
performance : la minimisation du nombre de tâches en retard et la minimisation du temps
de ŕeponse maximum. Ainsi, nous avons démontŕe que les algorithmes classiques en-ligne
sont non comṕetitifs pour minimiser le nombre de tâches en retard. En particulier, ils sont
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même non comṕetitifs sur des configurations de tâches̀a suspension avec des charges proces-
seurs presque nulles alors qu’il existe des ordonnancements faisables de ces configurations
géńeŕees. Pour ce m̂eme probl̀eme, nous avonśegalement d́emontŕe que la technique d’aug-
mentation des ressources n’amène aucune aḿelioration pour l’ordonnancement de tâches̀a
suspension sousEDF. Quantà la minimisation du temps de réponse maximum, nous avons
établi que les algorithmes en-ligne classiques ne sont pas mieux que2-comṕetitifs.

Nous avons finalement́etudíe trois tests d’ordonnançabilité pour les t̂achesà suspension,
baśes sur l’algorithmèa priorit́e fixe RM. Ces trois tests sont les méthodes A et B de KIM
[KIM 95] et la méthode de LIU [LIU 00]. Cette étude a eu pour but d’évaluer le pessi-
misme qu’ils induisent. Pour ces trois tests, en utilisant l’analyse de compétitivité, une borne
inférieure du ratio de compétitivité pour la minimisation du temps de réponse maximum
a ét́e établie. Elle est de2.91667 pour la ḿethode A de KIM , 2.75 pour la ḿethode B
et 2.875 pour la ḿethode de LIU. Ces ŕesultats ont́et́e aḿeliorés en utilisant lameilleure
méthodequi consistèa consid́erer pour chaque tâche de chaque configuration, celui des trois
tests qui m̀ene au plus petit ratio. Le ratio de cette méthode áet́e établi à 2.166667. Nous
avonségalement prouv́e qu’il n’y avait aucunéequivalence entre la ḿethode A de KIM et
la méthode de LIU. En utilisant la simulation, les résultats de l’analyse de compétitivité ont
ét́e confirḿes et la ḿethode B de KIM est celle qui obtient les meilleurs résultats. Toutefois,
l’ensemble de ces résultats sur ces tests d’ordonnançabilité sont valables dans le cadre de
notre mod̀ele stochastique utilisé pour la ǵeńeration des configuration de tâches.

Ces ŕesultats ont fait l’objet de plusieurs publications. La conférence [RID 04] a pŕesent́e la
complexit́e du probl̀eme ainsi que la présence des anomalies d’ordonnancement sous la po-
litique EDF et la comṕetitivité des algorithmes en-ligne pour la minimisation du nombre de
tâches en retard. Dans [RID 05], nous avons présent́e en plus, les ŕesultats sur la compétitivité
pour la minimisation du temps de réponse maximum. L’ensemble de ces résultats áet́e re-
grouṕe dans la revue internationale [RID 06b]. Finalement la conférence [RID 06a] pŕesente
le résultat de non optimalité des algorithmes en-ligne et l’étude sur les tests d’ordonnançabi-
lit é.

Pour de futurs travaux, il serait intéressant de rechercher un algorithme hors-ligne optimal
pour l’ordonnancement de tâches̀a suspension. Il faudrait aussi mesurer l’impact des ano-
malies d’ordonnancement sur le nombre de tâches ǵeńerant le non respect de contraintes
temporelles, en utilisant le principe présent́e sur les t̂aches non préemptibles et sans suspen-
sion [MOK 05]. Il seraitégalement int́eressant d’́etudier les deux sous problèmes d́eduis du
probl̀eme des t̂aches̀a suspension : le problème de gigue sur activation et le problème de d́elai
de livraison. Une dernière pistèa envisager est d’étendre le problème d’ordonnancement des
tâches̀a suspension aux tâches d́ependantes ainsi qu’aux systèmes multiprocesseurs.
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DEUXIÈME PARTIE

Ordonnancement par une machinèa traitement
par lot

Cette partie d́ecrit nos ŕesultats sur l’ordonnancement classique par une machineà traitement
par lot :

– Le chapitre 10 introduit les machinesà traitement par lot et d́ecrit le probl̀emeétudíe.

– Le chapitre 11 expose uńetat de l’art de ce problème d’ordonnancement. Ce chapitre
présente les ŕesultats des problèmes hors-ligne et en-ligne.

– Le chapitre 12 d́ecrit nos ŕesultats et d́etaille l’ensemble des algorithmes que nous pro-
posons.

– En conclusion, au chapitre 13, nous rappelons nos résultats.
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Chapitre 10

Introduction sur les machinesà traitement par lot

10.1. Contexte

Le travail effectúe dans cette partie s’inscrit dans le projet industriel W4L (Workload For
Labs). Les laboratoires pharmaceutiques analysent deséchantillons pour leurs clients. Pour
le bon fonctionnement du laboratoire, les activités d’analyses sont planifiées. La gestion
des analyses est informatisée, mais aucun logiciel ne propose une automatisation de la pla-
nification des activit́es qui permettrait d’aḿeliorer la ŕeactivit́e ainsi que les performances
du laboratoire. Le projet W4L avait pour objectif de combler ce vide. Chaque demande
d’analyse d’un client se retranscrit dans le laboratoire par un ensemble d’échantillons. Nous
consid́erons que chaquéechantillon suit les m̂emes analyses. Chaque demande d’un client
se traduit pour notre modélisation par une tâche et chaque analyse par une opération. Les
opérations associéesà un m̂eme ensemble d’analyses peuventêtre ŕealiśees simultańement,
les machines traitant parallèlement plusieurs analyses (p. ex. une centrifugeuse). Ces ma-
chines sont appeléesmachines̀a traitement par lot. Le but de notre travail qui s’inscrit dans
un probl̀eme th́eorique en dehors du contrat lui-même, est d’́etudier l’ordonnancement des
échantillons sur une telle machine.

Les machines̀a traitement par lot permettent d’ordonnancer plusieurs tâches simultańement.
Les t̂aches ordonnancées ainsi simultańement, forment deslots. D’autres domaines utilisent
aussi ces machines comme, par exemple, les usines de fabrication de circuits intégŕes (d́etaillé
dans [LEE 99]).

L’objectif des machines̀a traitement par lot est de regrouper l’exécution des t̂aches qui ar-
rivent dans le système dans un unique lot d’exécution. Le choix de lancer l’exécution d’un
lot est pris par l’ordonnanceur si le nombre de tâches actives et en attente est supérieur ou
égalà la capacit́e des lots. Une autre possibilité est que l’ordonnanceur se donne un temps
pour ŕecuṕerer toutes les tâches actives et les exécuterà la fin de ce laps de temps.

Suivant les modalit́es d’ordonnancement des lots, il existe deux types de machinesà traite-
ment par lot :
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Figure 10.1.Ordonnancement d’une machineà traitement par lot en śerie

– Les machines̀a traitement en śerie : les t̂aches sont ex́ecut́ees les unes après les autres.
Ainsi le temps processeur du lot estégalà la somme des temps processeurs des tâches com-
posant le lot. Cet ordonnancement est présent́e par la figure 10.1. Chaque tâche, quand elle ar-
rive, est mise en attente, et lorsque le système estime avoir assez attendu, il lance l’exécution
des t̂aches qui s’ex́ecutent les unes après les autres.

– Les machines̀a traitement parall̀ele : les t̂aches sont ex́ecut́ees parall̀element. Ainsi le
temps processeur du lot estégal au maximum des temps processeurs composant le lot. La
figure 10.2 pŕesente cet ordonnancement.

10.2. Le probl̀emeétudié : Ordonnancement par une machinèa traitement par lot

Notre travail s’est concentré uniquement sur l’analyse des machinesà traitement parallèle.
Par abus de langage, nous appellerons de telles machines des machinesà traitement par
lot, sans pŕeciser le paralĺelisme. Maintenant, nous définissons quelques propriét́es sur les
machines̀a traitement par lot :

– La capacit́e d’un lot se noteb, elle peut̂etre finie ou infinie (cf. figure 10.2).

– Aucune t̂ache ne peut préempter un lot en exécution.

– Aucune t̂ache ne peut quitter un lot au cours de son exécution.

– La longueur d’ex́ecution d’un lot est́egale au plus long temps d’exécution des t̂aches
(comme le montre la figure ).

Remarque 12 A noter que la dernìere propríet́e n’est qu’une conśequence des préćedentes.

Remarque 13 La capacit́eb des lots de la machine, si elle vaut1 revientà faire des machines
à traitement par lot de l’ordonnancement monoprocesseur. Ce qui n’aurait aucun intérêt
dans notreétude. Par conśequent, la capacité des machines̀a traitement par lot sera d’au
moins2.

Nous concentrons notréetude sur l’ordonnancement par des algorithmes en-ligne de tâches
par les machines̀a traitement par lot. De plus, le critère d’optimisatiońetudíe, est celui de
la minimisation de la longueur de l’ordonnancement. Le système consid́eŕe est un système
monoprocesseur. Les tâches ne sont pas supposéesà d́epart simultańe et la capacit́e de la
machine est considéŕee comme infinie, si le cas contraire n’est pas préciśe. Ainsi à l’aide de

∼ 140 ∼
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b

Figure 10.2.Ordonnancement d’une machineà traitement par lot parall̀ele

la notationà trois champs de GRAHAM et al. [GRA 96] (cf. Paragraphe 2.3.3), le problème
d’ordonnancement́etudíe se note :

1 | p− batch, ri, b =∞ | Cmax (10.1)

10.3. Notations sur les lots

Pour l’étude des machinesà traitement par lot, précisons quelques notations :

Pour l’ensemble des tâches consid́eŕees, notre mod̀ele de t̂aches se limitèa celui à deux
param̀etres : la date d’arriv́ee et le temps processeur. Ainsi, en particulier, les tâches ne dis-
posent pas d’éch́eance. De plus, les tâches sont rangées par ordre chronologique d’activation.
C’est-̀a-dire que si nous notons une configurationI comportantn tâches :I = {τ1, . . . , τn}.
Alors, pour touti et j tels que1 ≤ i < j ≤ n la formule suivante est vérifiée :

i ≤ j ⇒ ri ≤ rj

La śequence d’ex́ecution de l’ordonnancement par un algorithme en-ligne d’une configura-
tion de t̂aches se d́efinira par la cŕeation puis l’ex́ecution dem lots (avecm > 0). Les t̂aches
sont ordonnanćees en lots etm définit le nombre de lots créés et ex́ecut́es pour l’ordonnan-
cement d’une configuration.

Pour chaque configuration, les tâches sont ordonnancées dans des lots. Dans la séquence
d’exécution ŕesultant de l’ordonnancement par un algorithme en-ligne d’une configuration
de t̂aches, nous noterons parm le nombre de lots ǵeńeŕes puis ordonnancés, comme chaque
configuration est composée d’au moins une tâche,m > 0. Les lots ainsi ǵeńeŕes sont not́es
par ordre de ǵeńeration chronologique :B1,...,Bm. Chaque lotBi (1 ≤ i ≤ m) démarre
son ex́ecutionà un instant not́e si. De plus, dans chacun des lots géńeŕes,Bi (1 ≤ i ≤ m),
la tâche ayant le plus grand temps d’exécution requis et qui par conséquent d́etermine la
longueur d’ex́ecution du lot est notée :τ(i) (sa date d’arriv́ee et son temps processeur sont
ainsi d́enomḿes :r(i) etC(i)).

Le critère de minimisation est celui de la longueur de l’ordonnancement. Avec les notations
préćedentes, il revient̀a minimiser la date de fin d’exécution du dernier lot :Bm. Ce qui
revientà minimiser la valeur :sm + C(m).
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Propositions Bibliographie

Algorithmes αH αH2 αH∞ H∞ DENG

Temps processeurségaux 1+
√

5
2

1+
√

5
2

1+
√

5
2

1+
√

5
2

1+
√

5
2

Temps processeurs
agŕeables

1+
√

5
2

2 1+
√

5
2

1+
√

5
2

1+
√

5
2

Deux dates d’activation 1+
√

5
2

2 1+
√

5
2

1+
√

5
2

1+
√

5
2

Cas ǵeńeral 2 2 1+
√

5
2

1+
√

5
2

1+
√

5
2

Tableau 10.1.Présentation des différents ŕesultats pŕesents dans cette partie
sur les machines̀a traitement par lot de capacité infinie.

10.4. Plan

Le paragraphe 11 décrit unétat de l’art de notre problème d’ordonnancement : la minimi-
sation de la longueur d’exécution pour l’ordonnancement par une machineà traitement par
lots. Notamment, nous proposons deux algorithmes : l’algorithme de DENG etH∞ qui font
partie des meilleurs algorithmes en-ligne (cf. tableau 10.1). Le paragraphe 12 s’étend sur
la contribution de nos travaux dans ce domaine. Deux algorithmes en-ligne,αH et αH2
ont ét́e établis, ils ne font pas partie des meilleurs algorithmes en-ligne pour le problème
géńeral mais ont des résultats int́eressants dans certains cas particuliers. En effet, comme le
repŕesente le tableau 10.1, ces algorithmes ont des résultats positifs si les temps processeurs
sontégaux ou agŕeables ou si encore il n’y a que deux dates d’activation distinctes. L’algo-
rithmeαH∞, notre dernier algorithme, fait partie des meilleurs algorithmes en-ligne pour le
probl̀eme ǵeńeral. Cet algorithme obtient toujours un délai d’attente plus petit par rapport
aux algorithmes représent́es dans le tableau 10.1.À la fin de ce chapitre, nous présentons
dans le paragraphe 12.7, un dernier algorithme qui donne un panel de solutions au problème
d’ordonnancement en-ligne :1|p− batch, ri, b =∞|Cmax.
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Chapitre 11

Ordonnancement de machinesà traitement par lot :́Etat de
l’art

11.1. Introduction

Après la pŕesentation de quelques propriét́es sur les lots, nous faisons apparaı̂tre l’ensemble
des ŕesultatsétablis concernant le problème hors-ligne et le problème en-ligne quant̀a la
minimisation de la longueur de la séquence pour les machinesà traitement par lot.

11.2. Propriétés sur les lots

Définition 23 Un lotBi est dit ŕegulier si et seulement si le début de l’ex́ecution de ce lot n’a
pasét́e retard́e par la fin des ex́ecutions des lots qui le préc̀edent. Ce type de lot est l’opposé
des lots dit ”retard́es” (cf. figure 11.1).

B3B2B1

Figure 11.1.Ordonnancement des lots : a. Le lotB1 est ŕegulier ; b. Le lotB3

est retard́e

Remarque 14 Pour n’importe quel algorithme, le premier lot ordonnancé ne peut paŝetre
retardé par l’ex́ecution d’un autre lot, il est donc toujours régulier.

Remarque 15 Ainsi, pour n’importe quel algorithme, il existe toujours dans sa séquence
d’exécution, un dernier lot ŕegulier tel que tous les autres lots qui le suivent sont ordonnancés
sans inśerer de temps creux dans la séquence (c.-̀a-d. sans attente).
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Définition 24 Un bloc d́efinit un ensemble de lots qui s’exécutent les uns après les autres
sans inśerer le temps creux. Ainsi, le premier lot est régulier et les autres lots du bloc sont
retardés.

B3B2B1

Figure 11.2.Un bloc de lots

Pour chaque configuration, les tâches sont ordonnancées dans des lots. Les lots ainsi géńeŕes
sont not́es par ordre de ǵeńeration chronologique :B1,...,Bm. Chaque lotBi (1 ≤ i ≤ m)
démarre son ex́ecutionà un instant not́e si. De plus, dans chacun des lots géńeŕes,Bi (1 ≤
i ≤ m), la tâche ayant le plus grand temps d’exécution requis et qui par conséquent d́etermine
la longueur d’ex́ecution du lot est notée :τ(i) (sa date d’arriv́ee et son temps processeur sont
ainsi d́enomḿes :r(i) etC(i)).

Le critère de minimisation est celui de la longueur de l’ordonnancement. Avec les notations
préćedentes, il revient̀a minimiser la date de fin d’exécution du dernier lot :Bm. Ce qui
revientà minimiser la valeur :sm + C(m).

Une dernìere notation nuḿerique :

α =
−1 +

√
5

2

Finalement, une propriét́e sur le nombreα :

Propri été 5 α + α2 = 1.

Démonstration :

α + α2 = α(1 + α)

=

√
5− 1

2

(
1 +

√
5− 1

2

)
=

(√
5− 1

2

)(√
5 + 1

2

)

=
1

4
(
√

5− 1)(
√

5 + 1) =
1

4
(5− 1)

= 1

�
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11.3. Le probl̀eme hors-ligne

Pour le probl̀eme hors-ligne avec une machineà traitement par lot̀a capacit́e finieb, si toutes
les t̂aches sont activ́ees dans le système simultańement, la śequence optimale est construite en
prenant d’abord lesb tâches ayant le plus grand temps processeur puis en les ordonnançant
dans un lot. Ensuite, nous réappliquons cette règle sur l’ensemble des tâches qu’il restèa
exécuter jusqu’̀a ce qu’il ne reste plus aucune tâcheà ordonnancer. Cet algorithme a pour
complexit́emin{O(n log n), O(n2/b)} [BRU 98].

Si les t̂aches ne sont pas toutes activéesà un m̂eme instant et si les lots sont toujours de
capacit́e finie, alors le problème1|p − batch, rj, b = k|Cmax estNP-Difficile au sens fort
([BRU 98]). Il resteNP-Difficile, mais au sens ordinaire s’il y a seulement deux dates d’ac-
tivation différentes pour l’ensemble de toutes les tâches :{0, r} [LIU 00]. Un algorithme
pseudo-polynomial en temps est connu si l’ensemble des dates différentes d’activation des
tâches est fini (cf. [LIU 00]). De plus, si les temps processeurs sont touségaux, la mini-
misation de la longueur d’ordonnancement peutêtre ŕesolue avec une complexité en temps
polynomial [IKU 86].

Pour le probl̀eme ǵeńeral, 1 | p − batch, ri, b = ∞ | Cmax, un algorithme śeparation et
évaluationbranch and boundet une heuristique dynamique ontét́e propośes dans [SUN 00]
et un autre algorithme séparation et́evaluationbranch and boundaét́eénonće dans [DUP 02].

Deux cas particuliers ontét́e étudíes :

– les t̂aches avec deśech́eances dans [CHE 01] ;

– les t̂aches avec contraintes de préćedence dans [CHE 04].

Maintenant nous considérons le probl̀eme d’ordonnancement par une machineà traitement
par lot de capacité infinie ou du moins suffisamment grande pour ordonnancer toutes les
tâches dans un unique lot. Nousétudions la minimisation de la longueur d’ordonnancement.
Le probl̀eme est d́enot́e, 1|p − batch, ri, b = ∞|Cmax. Ce probl̀eme peut̂etre ŕesolu en
temps polynomialO(n2) par la programmation dynamique [LEE 99] . Avec une structure de
donńees pluśevolúee, la complexit́e calculatoire peut̂etre baisśeeàO(n log n) ([POO 00]).

Nous pŕesentons maintenant l’algorithme défini dans [LEE 99] et basé sur une simple pro-
priét́e de l’ordonnancement optimal.

Propri été 6 Pour le probl̀eme1 | p− batch, ri, b =∞ | Cmax, s’il existe des t̂achesτi et τj

telles que siri < rj etCi ≤ Cj, alors, il existe un ordonnancement optimal qui ordonnance
la tâcheτi dans le m̂eme lot que la t̂acheτj.

Cette propríet́e est vraie d̀es lors que la t̂acheτi arrive avant la t̂acheτj alors elle ne retarde
pas le lancement de l’exécution du lot. De plus, comme la durée d’ex́ecution de la t̂acheτi

est inf́erieureà celle de la t̂acheτj, l’inclure dans le lot n’allonge pas la durée d’ex́ecution
du lot.
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Remarque 16 D’après la propríet́e 6, l’algorithme propośe par [LEE 99] se concentre uni-
quement sur les tâches v́erifiant :

ri1 < ri2 < ... < rim

Ci1 > Ci2 > ... > Cim

Pour les autres t̂aches de la configuration qui ne respectent pas cette propriét́e, l’algorithme
choisit un lot pour ordonnancer chaque tâche en laissant inchangée la longueur d’ordon-
nancement.

Ainsi, en renommant les indices, nous n’étudions que les configurations de la forme sui-
vante :

r1 < r2 < ... < rm

C1 > C2 > ... > Cm

Soit f(k), la valeur duCmax minimum pour la configuration partielle contenant lesk pre-
mières t̂aches de la configuration, avecf(∅) = 0, alors la solution optimale est donnée par
f(m).

f(k) = min
1≤i≤k

{max{f(k − i), rk}+ Ck−i+1} (11.1)

Puis pour construire la séquence d’ex́ecution, il faut repartir en sens inverse et commencer
par le dernier lot. D’apr̀es la formule 11.1, il existe uni (avec1 ≤ i ≤ m) tel que les t̂aches
τm−i+1, . . . , τm sont ordonnanćees dans le dernier lot pour une durée deCm−i+1 ; pour la
date de d́ebut d’ex́ecution, il y a deux possibilités :

– f(m) = rm + Cm−i+1, le dernier lot est ordonnancé à l’instantrm ;

– f(m) = f(m− i) + Cm−i+1, le dernier lot commence juste après la fin d’ex́ecution du
lot préćedent,̀a l’instantf(m− i).

Dans les deux cas, il fautétudier la valeur def(m− i) pour connâıtre le reste de la séquence.

Exemple 18 Exemple de l’application de l’algorithme optimal deLEE et UZSOY

(formule 11.1) sur la configuration de tâchesI représent́ee dans le tableau 11.1. L’algo-
rithme optimal transforme la configuration pour appliquer la formule 11.1. Ainsi, de la
configuration initiale, ne sont conservées que les tâches telles que siri < rj alorsCi > Cj.
Après transformation, il ne reste que la tâcheτ5. Ainsi l’ordonnancement par l’algorithme
optimal est de regrouper l’exécution de toutes les tâches dans un unique lotà l’activation de
la tâcheτ5 et pendant une durée deC5.
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Jobsri Ci

τ1 0 2
τ2 1 2
τ3 2 3
τ4 4 4
τ5 5 4

Tableau 11.1.Configuration de t̂aches,I, pour le probl̀eme
d’ordonnancement d’une machineà traitement par lot.

11.4. Le probl̀eme en-ligne

[LIU 00] présente un algorithme glouton (greedy algorithm) qui résout le probl̀eme d’ordon-
nancement par une machineà traitement par lot de capacité finie b. Cette r̀egle est appelée
H, et d́efinie comme suit :À n’importe quel instant, quand la machine est inoccupée et
que certaines t̂aches sont disponibles, l’algorithme ordonnance lesb tâches ayant le plus
grand temps processeur dès que possible dans un lot. Ces auteurs ont démontŕe que cet algo-
rithme est2-comṕetitif et que cette limite est aussi la borne inférieure pour les algorithmes
conservatifs (c.-̀a-d. que cet algorithme fait partie des meilleurs algorithmes en-ligne pour ce
probl̀eme).

Le ratio de comṕetitivité pour le probl̀eme d’ordonnancement par une machineà traite-
ment par lotà capacit́e finie et pour la minimisation de la longueur d’ordonnancement est
2 ([LIU 00]). Mais dans [ZHA 01], les auteurs ont démontŕe que l’insertion de temps creux
avant le d́ebut d’ex́ecution des lots aḿeliore la garantie de performance atteinte par les algo-
rithmes en-ligne et la fixent̀a (1 +

√
5)/2. Ils fournissent́egalement un algorithme en-ligne

optimal pour le cas des machinesà capacit́e infinie avec une garantie de performance de
(1 +

√
5)/2. Ils conjecturent aussi sur un algorithme en-ligne optimal (avec une garantie de

performance de(1 +
√

5)/2) pour le probl̀eme de machines̀a traitement par lot̀a capacit́e
finie et pour les configurations de tâches ayant seulement deux dates d’activation différentes.
Nous pŕesentons maintenant l’algorithme en-ligne de DENG [DEN 99] et celui d́efini dans
[ZHA 01] pour le probl̀eme des machines̀a capacit́e infinie (1|p − batch, rj, b = ∞|Cmax),
appeĺeH∞.

11.4.1. Algorithme DENG [DEN 99]

Ce paragraphe présente l’algorithme de DENG.

Exemple 19 Nous pŕesentons l’ordonnancement par l’algorithme deDENG de la configu-
ration I. À l’instant 0, la tâcheτ1 arrive et le lancement du premier lot est alors retardé
jusqu’à l’instant (1 + α)r1 + αC1 = 1.23. Durant cette attente, la tâcheτ2 arrive et retarde
encore plus ce lancement jusqu’à l’instant(1+α)r2+αC2 = 2.85. La troisième t̂ache arrive
entre-temps et retarde encore ce lancement jusqu’à l’instant (1 + α)r3 + αC3 = 5.09. Avec
les nouvelles arriv́ees deτ4 et τ5, finalement, un seul lot est lancé contenant les cinq tâches
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Algorithme 2 : L’algorithme de DENG

Donnée: I, une configuration de tâches.
Donnée: U(0), l’ensemble des tâches librèa l’instant0.
Résultat : Ordonnancement deI par l’algorithmeH∞.
Début

t←− 0;
Tant que Vrai faire

γ ←− maxτj∈U(t)(1 + α)rj + αCj;
s←− max{t, γ};
Durant l’intervalle de temps[t, s] faire

Pour chaquetâcheτh qui arrive dans le systèmeà l’instant t′ faire
Si (1 + α)rh + αCh > γ alors

γ ←− (1 + α)rh + αCh;
t←− t′;
s←− max{t, γ};

U(t)←− U(t) ∪ {τh};
Ordonnancement dans un même lot de l’ensemble de toutes les tâches
disponiblesU(s);
Si une t̂ache arrive pendant l’ex́ecution du lotalors

t←− s + Ck;
sinon

t←− rh, où τh est la prochaine tâche qui s’active;

fin

à l’instant (1 + α)r5 + αC5 = 10.56 et pour une duŕee de4 unités de temps. La longueur
d’ordonnancement estégaleà (1 + α)r5 + αC5 + 4 = 14.56. La figure 11.3 illustre l’ordon-
nancement deI construit par cet algorithme. Notons que l’algorithme obtient presque ici ses
pires performances :14.56

9
w 1.617 ≤ 1.618 w 1+

√
5

2
.

Theorème 19 [DEN 99] L’algorithme deDENG fait partie des meilleurs algorithmes en-
ligne pour le probl̀eme1 | p− batch, ri, b =∞ | Cmax.

11.4.2. L’algorithme en-ligneH∞ [ZHA 01]

Nous allons maintenant présenter l’algorithmeH∞ [ZHA 01]. Cet algorithme en-ligne est
l’un des meilleurs algorithmes pour le problème d’ordonnancementétudíe :1 | p−batch, ri, b =
∞ | Cmax.

Remarque 17 Le principe de cet algorithme est de toujours attendre l’instant(1 + α)rk +
αCk, avant de lancer l’ex́ecution d’un lot, òu τk est la t̂ache disponible, en attente d’être
ex́ecut́ee, avec le plus grand temps processeur requis. Ainsi, pour chaque lotBi, le d́ebut de
son ex́ecution se fait̀a l’instant (1 + α)r(i) + αC(i) (cf. paragraphe 10.3).
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0 5 10 15

τ1

τ2

τ3

τ4

τ5

Figure 11.3.Ordonnancement construit par l’algorithme deDENG pour
l’ordonnancement de la configurationI présent́ee par le tableau 11.1.

Algorithme 3 : H∞

Donnée: I, une configuration de tâches.
Donnée: U(0), l’ensemble des tâches librèa l’instant0.
Résultat : Ordonnancement deI par l’algorithmeH∞.
Début

t←− 0;
Tant que Vrai faire

k ←− h tel queτh ∈ U(t) etCh = max{Cj | τj ∈ U(t)};
γ ←− (1 + α)rk + αCk;
s←− max{t, γ};
Durant l’intervalle de temps[t, s] faire

Pour chaquetâcheτh qui arrive dans le systèmeà l’instant t′ faire
Si Ch > Ck alors

k ←− h;
γ ←− (1 + α)rh + αCh;
t←− t′;
s←− max{t, γ};

U(t)←− U(t) ∪ {τh};
Ordonnancement dans un même lot de l’ensemble de toutes les tâches
disponiblesU(s);
Si une t̂ache arrive pendant l’ex́ecution du lotalors

t←− s + Ck;
sinon

t←− rh, où τh est la prochaine tâche qui s’active;

fin
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Figure 11.4.Ordonnancement construit parH∞ pour l’ordonnancement de
la configurationI présent́ee par le tableau 11.1.

Exemple 20 Nous pŕesentons l’ordonnancement de la configurationI (cf. tableau 11.1) par
l’algorithme H∞. À l’instant 0, la tâcheτ1 arrive et le premier lot est alors retardé jusqu’̀a
l’instant (1+α)r1 +αC1 = 1.23. Durant cette attente, la tâcheτ2 arrive mais avec un temps
processeur pas plus important que celui de la tâcheτ1. Ainsi, le premier lot commence son
ex́ecutionà l’instant 1.23, contenant les t̂achesτ1 et τ2 et est compĺet́e à l’instant 3.23. La
tâcheτ3 arrive à l’instant2, donc le second lot est retardé jusqu’̀a l’instant(1+α)r3+αC3 =
5.09. Durant ce d́elai d’attente, les t̂achesτ4 et τ5 arrivent et retardent encore le début
d’exécution du lot jusqu’̀a l’instant (1 + α)r4 + αC4 = 8.94. À cet instant le second lot est
ordonnanće, contenant les tâchesτ3, τ4 et τ5, et est complét́e à l’instant 12.94. La longueur
d’ordonnancement est́egaleà (1 + α)r4 + αC4 + C4 = 12.94. La figure 11.4 pŕesente
l’ordonnancement deI construit par l’algorithmeH∞.

Theorème 20 [ZHA 01] L’algorithme deH∞ fait partie des meilleurs algorithmes en-ligne
pour le probl̀eme1 | p− batch, ri, b =∞ | Cmax.

11.5. Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présent́e plusieurs ŕesultats en-ligne et hors-ligne pour l’or-
donnancement de tâches par des machinesà traitement par lot et pour la minimisation de la
longueur d’ordonnancement. Notamment, pour le problème d’ordonnancement
1 | p − batch, ri, b = ∞ | Cmax, un algorithme hors-ligne optimal áet́e pŕesent́e. De plus,
deux algorithmes en-ligne pour ce même probl̀eme ont́et́e établis, mais ces algorithmes ont
un d́elai d’attente qui d́epend de la date d’arrivée des t̂aches ; par conséquent, selon le temps
auquel une t̂ache survient, le d́elai d’attente peut s’av́ererélev́e.
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Chapitre 12

Algorithmes d’ordonnancement pour les machinesà
traitement par lot

12.1. Introduction

Comme il l’a ét́e d́emontŕe dans [ZHA 01], il est plus b́eńefique (pour la minimisation de
la longueur d’ordonnancement) d’attendre pour voir si de nouvelles tâches arrivent dans un
futur proche dans le système avant de commencer l’exécution d’un lot. Par conséquent, les
algorithmes que nous présentons dans ce chapitre reprennent ce principe et donc insèrent un
intervalle de temps creux avant d’exécuter les lots.

Dans le paragraphe 12.2, nous développons une nouvelle démonstration de la borne inférieure
du probl̀eme d’ordonnancement dans le cas géńeral qui tient aussi lorsque les tâches sont de
duŕee identique. Nous proposons ensuite trois nouveaux algorithmes : dans le
paragraphe 12.3, nous présentons l’algorithme en-ligneαH ainsi que ses résultats positifs
dans certains cas particuliers et sa garantie de performance dans le cas géńeral. Dans le pa-
ragraphe suivant, paragraphe 12.4, l’algorithmeαH2 est d́evelopṕe ainsi que ses résultats
dans certains cas particuliers et sa performance garantie pour le problème ǵeńeral : 1 |
p − batch, ri, b = ∞ | Cmax. Finalement, le paragraphe 12.5 expose un troisième algo-
rithme en-ligne qui obtient toujours une plus petite longueur d’ordonnancement que l’algo-
rithmeH∞ traité dans [ZHA 01] (cf. paragraphe 11.4.2), tout en obtenant le même ratio de
comṕetitivité.

12.2. La borne inf́erieure

Dans [ZHA 01], les auteurs ont démontŕe que la borne inf́erieure du ratio de compétitivité
pour les algorithmes en-ligne et pour le problème1 | p−batch, ri, b | Cmax est de(1+

√
5)/2.

Leur d́emonstration utilise l’analyse de compétitivité avec un adversaire qui ne tient pas
compte du choix de l’algorithme en-ligne pour définir les t̂achesà venir (oblivious adver-
sary). Nous pŕesentons une autre démonstration de cette borne inférieure avec un adver-
saire qui d́efinit au fur età mesure que l’algorithme en-ligne fait ses choix d’ordonnance-
ment, la configuration de tâches pour mener l’algorithme en-ligneà sa pire performance
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(on-line adaptative adversary). Cette nouvelle d́emonstration,̀a l’inverse de celle présent́ee
dans [ZHA 01], reste valable dans le cas où tous les temps processeurs sontégaux.

Theorème 21 La borne inf́erieure du ratio de comṕetitivité de n’importe quel algorithme
en-ligne d́eterministe pour le problème d’ordonnancement1 | p−batch, ri, b, pi = p | Cmax,
est de1+

√
5

2
.

Démonstration :

Pour d́eterminer cette borne inférieure, nous utilisons l’analyse de compétitivité avec un
adversairéevolutif. Ainsi, il construira au fur et̀a mesure la configuration de tâches qui
mènera l’algorithme en-lignèa sa pire performance. L’algorithme en-ligne sera noté dans la
suite de cette d́emonstration :A.

À l’instant 0, l’adversaire ǵeǹereb−1 tâches arrivant dans le système avec un temps proces-
seur dep (où p est un entier positif).

Notons parS, l’instant auquel l’algorithmeA décide d’ordonnancer l’ensemble de cesb− 1
tâches dans un unique lot d’exécution.

Pour compĺeter la configuration, l’adversairéevolutif a deux possibilit́es :

– Soit il décide de ne ǵeńerer aucune nouvelle tâche. Dans ce cas, l’algorithmeA a attendu
inutilement jusqu’̀a l’instantS alors que l’algorithme hors-ligne a ordonnancé lesb−1 tâches
dès leur apparition,̀a l’instant0. Nous obtenons alors, si nous notonsσA la longueur d’or-
donnancement obtenue par l’algorithmeA etσ∗ celle obtenue par l’adversaire, les longueurs
d’ordonnancement suivantes :

σA = S + p

σ∗ = p

(12.1)

Calcul du ratio de comṕetitivité pour l’algorithmeA :

cA =
S + p

p
(12.2)

– Soit l’algorithmeévolutif géǹere une nouvelle tâche de temps processeur toujourségal
à p et qui arrive dans le systèmeà l’instantS + ε (où ε est un nombre positif, proche de
zéro). Cette nouvelle tâche s’active juste après que l’algorithme en-ligneA ait commenće
l’exécution du lot contenant lesb−1 premìeres t̂aches. Ainsi deux lots lui sont nécessaires et
le dernier lot d́emarre son ex́ecution au mieux,̀a la fin du premier lot, c’est-à-direà l’instant
S + p. Quantà l’algorithme hors-ligne, il ordonnance toutes les tâches dans un m̂eme et
unique lotà l’instantS + ε. La longueur d’ordonnancement obtenue par chaque algorithme
est de :

σA = S + p + p

σ∗ = S + ε + p
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F.Ridouard Deuxìeme partie : Ordonnancement par une machineà traitement par lot

Le calcul du ratio de comṕetitivité pour l’algorithmeA, donne le ŕesultat suivant :

cA =
S + 2p

S + p + ε
(12.3)

Maintenant, pour calculer le ratio de compétitivité d’un algorithme en-ligneA, les for-
mules 12.2 et 12.3 sont regroupées et pour considérer le pire comportement de notre al-
gorithmeA, nous consid́erons la formule qui m̀ene au plus grand ratio :

cA ≥ max

(
S + p

p
;

S + 2p

S + p + ε

)
(12.4)

La formule 12.4 est minimiśee en posant :{
ε = 0
S+p

p
= S+2p

S+p+ε

En regroupant ce qui dépend deS, nous obtenons,

S + p

p
=

S + 2p

S + p

(S + p)2 = p(S + 2p)

S(S + p) = p2

En consid́erantS l’inconnu, nous obtenons l’équation du second degré suivante :

S2 + Sp− p2 = 0

Le discriminant est́egal à 5p2 > 0. Il y a donc deux solutions réelles :S1 = p−1+
√

5
2

et

S2 = p−1−
√

5
2

. Mais S2 est une valeur ńegative et commeS repŕesente un instant dans le
temps,S > 0. Donc la solution de l’́equation 12.5 est :

S = p
−1 +

√
5

2
(12.5)

Il resteà reporter la valeur deS obtenue par la formule (12.5) dans l’expression (12.2). Nous
obtenons alors,

S + p

p
=

p−1+
√

5
2

+ p

p
=

1 +
√

5

2

Finalement, en reprenant l’expression 12.4, on obtient que la borne inférieure du ratio de
comṕetitivité de l’algorithme en-ligneA soit suṕerieure oúegaleà 1+

√
5

2
.

�
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12.3. Les probl̀emes particuliers : l’algorithme αH

Les algorithmes en-ligneαH et αH2 pour chaque nouvelle tâche,τ , qui arrive dans le
syst̀eme, attendent pendant une durée βC où 0 ≤ β ≤ 1. À noter que ces algorithmes
étendent la d́efinition de la r̀egleH, paragraphe 11.4. Ces deux algorithmes définissent la
règleH dans le cas particulier où le param̀etreβ tend vers0.

Le principe de l’algorithmeαH est le suivant :̀a n’importe quel instant, quand la machine
est inoccuṕee (c.-̀a-d. qu’un lot n’est pas en cours d’exécution), et qu’il y a des tâches actives
dans le syst̀eme, encore non ordonnancées, alors pour chaque tâcheτj non ordonnanćee, le
prochain lot ne doit paŝetre ex́ecut́e avant l’instantrj + βCj. Toutes les t̂aches disponibles
sont alors ordonnancées dans un unique lot.

Algorithme 4 : αH

Donnée: I, une configuration de tâches.
Donnée: U(0), l’ensemble des tâches librèa l’instant0.
Résultat : Ordonnancement deI par l’algorithmeαH.
Début

t←− 0;
Tant que Vrai faire

γ ←− maxτk∈U(t)(rk + βCk);
s←− max{t, γ};
Durant l’intervalle de temps[t, s] faire

Pour chaquetâcheτh qui arrive dans le systèmeà l’instant t′ faire
Si rh + βCh > γ alors

γ ←− rh + βCh;
t←− t′;
s←− max{t, γ};

U(t)←− U(t) ∪ {τh};
Ordonnancement dans un même lot de l’ensemble de toutes les tâches
disponiblesU(s);
Si une t̂ache arrive pendant l’ex́ecution du lotalors

t←− date de fin d’ex́ecution du lot;
sinon

t←− rh, où τh est la prochaine tâche qui s’active;

fin

Exemple 21 Nous pŕesentons maintenant un exemple d’ordonnancement d’une configura-
tion de t̂aches par l’algorithmeαH avecβ = α. Nous utilisons la configurationI représent́ee
dans le tableau 11.1 (page 151). Cet ordonnancement est illustré par la figure 12.1. La
tâcheτ1 arrive dans le systèmeà l’instant 0, ainsi le premier lot est retard́e jusqu’̀a l’ins-
tant r1 + αC1 = 1.23. La tâcheτ2 arrive pendant ce d́elai d’attente,à l’instant 1 et retarde
l’ordonnancement du premier lot jusqu’à l’instant r2 + αC2 = 2.23. La tâcheτ3 arrive
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Figure 12.1.Ordonnancement obtenu par l’algorithmeαH pour la
configuration d́efinie dans le tableau 11.1.

dans le syst̀emeà l’instant 2 et retardeà son tour l’ordonnancement du premier lot jusqu’à
l’instant r3 + αC3. Le premier lot est ordonnancé à cet instant (r3 + αC3 = 3.85) et finit
son ex́ecutionà l’instant 6.85. Les dernìeres t̂aches (τ4 et τ5) arrivent pendant l’ex́ecution
du premier lot. Le deuxième lot est donc exécut́e à l’instant r5 + αC5 = 7.47 et compĺet́e à
l’instant 7.47 + 4 = 11.47.

Dans la suite, nous considéronsβ = α car c’est pour cette valeur que les résultats les plus
intéressants sont obtenus.

Propri été 7 Pour chaque lot ŕegulierB, le d́ebut d’ex́ecution est l’instant

max
τj∈B

(rj + αCj)

12.3.1. Temps processeurśegaux

Dans ce paragraphe, nous démontrons que l’algorithme d’ordonnancementαH est l’un des
meilleurs algorithmes en-ligne possibles pour la minimisation de la longueur d’ordonnan-
cement lorsque tous les temps processeurs sontégaux, le probl̀eme1|p − batch, ri, pi =
p, b = ∞|Cmax. Ainsi, dans la suite de ce paragraphe, nous supposerons que tous les temps
processeurs sontégauxà p. Une telle hypoth̀ese simplifie les problèmes d’ordonnancement
hors-ligne, du point de vue de la complexité (cf. [BAP 00]). Nous supposeronśegalement,
sans perte de géńeralit́e, que les t̂aches sont indexées par ordre croissant sur les dates d’acti-
vation :

i < j ⇒ ri ≤ rj. (12.6)

Avant de d́emontrer que l’algorithmeαH est l’un des meilleurs algorithmes, nous présentons
d’abord, trois ŕesultats.
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Lemme 4 Pour n’importe quelle configurationI de n tâches du probl̀eme d’ordonnance-
ment1|p−batch, ri, pi = p, b =∞|Cmax, la longueur optimale d’ordonnancement estégale
à σ∗(I) = rn + p.

Démonstration :

Comme les temps processeurs sont touségauxà p, toutes les t̂aches peuvent̂etre or-
donnanćees dans un unique lot sans augmenter la longueur de l’ordonnancement. De plus,
comme les t̂aches sont rangées par ordre croissant sur les dates d’arrivée, l’unique lot peut
être ordonnanće d̀es l’instantrn. Par conśequent, la longueur optimale d’ordonnancement,
obtenue en ordonnançant toutes les tâches dans un unique lotà l’instantrn, estégaleàrn+p.

�

Lemme 5 Soit I une configuration den tâches du probl̀eme1|p − batch, ri, pi = p, b =
∞|Cmax, alors la t̂acheτn finit toujours l’ordonnancement construit par l’algorithmeαH.

Démonstration : Durant l’ordonnancement construit par l’algorithmeαH, les t̂aches sont
ordonnanćees dans l’ordre croissant de leur arrivée. Lorsqu’un lot est ex́ecut́e, toutes les
tâches disponibles sont ordonnancées dans le lot. Ainsi la tâcheτn est ordonnanćee dans le
dernier lot construit par l’algorithmeαH.

�

Lemme 6 Pour n’importe quelle configuration de tâchesI, du probl̀eme1|ri, pi = p, b =
∞|Cmax, αH finit l’exécution de la t̂acheτn (à l’instantFn à pas plus de2p unités de temps
après sa date d’activation (rn) : Fn − rn ≤ 2p.

Démonstration :

Pour d́emontrer ce lemme, nous devons nous intéresser̀a l’ordonnancement parαH de la
tâcheτn. Deux cas sont̀a consid́erer suivant que la tâcheτn a ét́e ordonnanćee dans un lot
régulier ou retard́e :

– si la t̂acheτn a ét́e ordonnanćee dans un lot régulier par l’algorithmeαH au pireà
l’instantrn + αp (délai d’attente deτn qui est la dernìere t̂ache). Le lot contenant la tâcheτn

est compĺet́e alors avant l’instantrn + (1 + α)p. De plus,α < 1 doncFn − rn ≤ 2p.

– sinon, la t̂acheτn est ordonnanćee dans un lot retardé. Le pire cas survient lorsque la
tâcheτn arrive juste apr̀es le d́ebut de l’ex́ecution du lot qui la pŕec̀ede. Ce lot commence
ainsi son ex́ecutionà l’instantrn − ε (où ε est nombre positif tendant vers zéro ,ε < 1) et la
finit à l’instantrn + p − ε. Finalement, le lot contenant la tâcheτn termine son ex́ecutionà
l’instant rn + 2p− ε. Si on fait tendreε vers0, nous obtenons queFn − rn ≤ 2p.
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Pour conclure, dans tous les cas,Fn − rn ≤ 2p.

�

Theorème 22 L’algorithmeαH est1 + α-comṕetitif pour le probl̀eme1|p− batch, ri, pi =
p, b =∞|Cmax.

Démonstration : Soit I une configuration de tâches du problème1|p − batch, ri, pi =
p, b =∞|Cmax. Utilisons maintenant l’analyse de compétitivité.

D’après le lemme 4, la longueur d’ordonnancement optimale et donc obtenue par l’adversaire
est deσ∗(I) = rn + p.

Selon le lemme 5, la tâcheτn est toujours ordonnancée dans le dernier lot. Notons par
σαH(I), la longueur d’ordonnancement atteinte par l’algorithmeαH. Deux cas sont̀a
consid́erer :

– si le lot B dans lequel la t̂acheτn est ordonnanćee, est ŕegulier, alors le lotB est
compĺet́e à l’instant :

max
τj∈B

(rj + (α + 1)p) = rn + (α + 1)p

Par conśequent,σαH(I) ≤ rn + (α + 1)p et donc, le pire ratio de compétitivité vérifie :

cαH ≤ sup
∀I
≤ σαH(I)

σ∗(I)
≤ rn + (α + 1)p

rn + p
≤ (α + 1) (12.7)

– si le lot B est un lot retard́e, alors d’apr̀es le lemme 6, la tâcheτn vérifie la propríet́e
Fn−rn ≤ 2p. Or, comme la t̂acheτn finit l’ordonnancement (cf. lemme 5),σαH(I) ≤ rn+2p.
Alors, le pire ratio de comṕetitivité est dans ce cas :

cαH
σαH(I)

σ∗(I)
≤ rn + 2p

rn + p
≤ αp + 2p

αp + p
=

α + 2

α + 1

Mais commeB est retard́e, il n’est pas le premier lot de la séquence d’ex́ecution. Ainsi,
rn ≥ αp. Sinon, toutes les tâches seraient ordonnancées dans un unique lot selon la règle
αH.

cαH
σαH(I)

σ∗(I)
≤ αp + 2p

αp + p
=

α + 2

α + 1

Si nous regroupons les deux cas, nous obtenons :

σαH(I)

σ∗(I)
≤ max

(
α + 1;

α + 2

α + 1

)
(12.8)

La pire valeur obtenue par l’expression 12.8 est atteinte quand :

α + 1 =
α + 2

α + 1
(12.9)

α2 + α− 1 = 0 (12.10)

∼ 161 ∼



LISI-ENSMA Chapitre 12 : Algorithmes pour les machinesà traitement par lot

Cetteéquation du second degré a un discriminant́egal à 5, il est positif, donc il y a deux
solutions ŕeellesà cettéequation,α devantêtre positif,α = (−1 +

√
5)/2. Ainsi, le ratio de

comṕetitivité est de :

σαH(I)

σ∗(I)
≤ α + 1 =

1 +
√

5

2
≈ 1.618 (12.11)

�

12.3.2. Temps processeurs agréables

Nous d́emontrons dans ce paragraphe que si les temps processeurs sont agréables, alors l’al-
gorithme d’ordonnancementαH est l’un des meilleurs algorithmes en-ligne. Commençons
en premier lieu, par d́efinir les t̂aches avec temps processeurs agréables.

Définition 25 Une configuration de tâches a des temps processeurs agréables si et seule-
ment si pour toutes tâchesτi et τj deI :

ri < rj ⇒ Ci ≤ Cj

Avant de d́emontrer le ŕesultat de comṕetitivité de l’algorithmeαH, commençons par présenter
quelques propriét́es sur les lots ordonnancés par l’algorithmeαH, quand les configurations
de t̂aches ont des temps processeurs agréables :

Lemme 7 Pour n’importe quelle configuration de tâchesI, comme les temps processeurs
sont agŕeables, pour toute tâcheτi et τj telles quei < j alors ri + αCi ≤ rj + αCj

Démonstration : la démonstration est imḿediate car sii < j, ri ≤ rj etCi ≤ Cj.

�

Remarque 18 D’après le lemme 7, le temps d’attente pour un lot correspondà celui en-
gendŕe par la dernìere t̂ache du lot (la t̂ache avec le plus grand indice).

Remarque 19 D’après la remarque 18 et la définition 25, le temps processeur d’un lot est
celui de la dernìere t̂ache du lot (la t̂ache avec le plus grand indice). En particulier, le temps
processeur du dernier lot estégalà Cn.
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Theorème 23 L’algorithmeαH est(1 +
√

5)/2-comṕetitif pour la minimisation de la lon-
gueur d’ordonnancement sur une machineà traitement par lot de capacité infinie et en
ordonnançant des configurations de tâches ayant des temps processeurs agréables.

Démonstration :

Pour d́emontrer ce th́eor̀eme, nous nous intéressons au dernier lot régulier.À noter qu’apr̀es
ce dernier lot ŕegulier, les lots qui suivent sont exécut́es sans temps creux, les uns après les
autres puisqu’ils sont tous retardés (nous parlons alors de bloc, définition 24, page 148).
Nous utilisons l’analyse de compétitivité. Notons parσαH(I) (respectivementσ∗(I)) la lon-
gueur d’ordonnancement obtenue par l’algorithmeαH (respectivement, l’algorithme opti-
mal). Deux cas sont̀a consid́erer suivant la longueur du dernier bloc :

– si le dernier lot ŕegulier estBm, son ordonnancement a commencé à l’instantrn + αCn

(d’apr̀es la remarque 18, page 164). Ainsi, la longueur d’exécution obtenue avec l’algorithme
αH est de :

σαH(I) = s(m) + C(m) = rn + (α + 1)Cn

Pour l’adversaire optimal, d’après le lemme 4 (page 162),σ∗(I) ≥ rn + Cn. Ainsi, le ratio
de comṕetitivité cαH de l’algorithmeαH est de :

cαH ≤ rn + (α + 1)Cn

rn + Cn

≤ 1 +
αCn

rn + Cn

Or, commeCn ≤ Cn + rn, nous obtenons quecαH ≤ 1 + α.

– si le dernier lot ŕegulier estBl avecl < m. Soitτk la dernìere t̂ache du lotBl, alorsBl a
commenće son ex́ecutionà l’instants(l) = rk + αCk. Comme les lots suivants sont retardés,
la longueur d’ordonnancement obtenue avec l’algorithmeαH est de :

σαH(I) = s(l) + C(l) + · · ·+ C(m)

= rk + αCk +
m∑
i=l

C(i)

La longueur d’ordonnancement atteinte par l’algorithme optimal est :σ∗(I) ≥ rn + Cn (cf.
lemme 4, page 162), et le ratio de compétitivité ŕesultant :

cA ≤
rk + αCk +

∑m
i=l C(i)

rn + Cn

Comme la t̂acheτn n’est pas ordonnancée dans le lotBm−1 rn ≥ r(m−1) + αC(m−1). En
utilisant le m̂eme principe, par itération, nous obtenons quer(m−1) ≥ r(m−2) + αC(m−2) et
donc :

rn ≥ r(m−2) + αC(m−2) + αC(m−1)

Et finalement, nous obtenons quern ≥ rk + α
∑m−1

i=l C(i). Donc, pour l’algorithme optimal,
sa performance peut s’écrire :σ∗(I) ≥ r(m−2) + αC(m−2) + αC(m−1) + Cn. Ainsi, pour le
ratio de comṕetitivité :

cA ≤
rk + αCk +

∑m
i=l C(i)

rn + α
∑m−1

i=l C(i) + Cn
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De plus,Ck ≤ Cn car les temps processeurs sont agréables et par conséquent, nous obtenons :

cA ≤
rk + αCn +

∑m
i=l C(i)

rk + α
∑m−1

i=l C(i) + Cn

or αrk est positif etC(m) = Cn donc :

≤
rk + (1 + α)Cn +

∑m−1
i=l C(i)

rk + α
∑m−1

i=l C(i) + Cn

+
αrk

rk + α
∑m−1

i=l C(i) + Cn

≤
(1 + α)rk + (1 + α)Cn +

∑m−1
i=l C(i)

rk + α
∑m−1

i=l C(i) + Cn

Mais commeα = (−1 +
√

5)/2 d’apr̀es la propríet́e 5 alorsα(1 + α) = 1 :

≤
(1 + α)rk + (1 + α)Cn + (1 + α)α

∑m
i=l C(i)

rk + α
∑m−1

i=l C(i) + Cn

≤ (1 + α)
rk + α

∑m−1
i=l C(i) + Cn

rk + α
∑m−1

i=l C(i) + Cn

≤ (1 + α)

�

12.3.3. Deux dates d’activation distinctes

Dans ce paragraphe, nousétudions le cas òu pour chaque configuration de tâches, il y a uni-
quement deux dates d’activation distinctes mais nous relaxons les contraintes sur les durées
d’exécution. Dans ce cas spécifique, nous montrons que l’algorithme d’ordonnancementαH
fait partie des meilleurs algorithmes en-ligne possibles. La version hors-ligne de ce problème
est ŕesolue en temps polynomial quand les lots sont de capacité infinie et en temps pseudo-
polynomial si la capacité des lots est finie [IKU 86]. Pour cetteétude, nous pouvons nous
concentrer sur seulement deux tâches : la t̂ache ayant le plus long temps processeur etétant
arrivéeà la premìere date d’activation et la tâche ayant le plus long temps processeur mais
étant arriv́eeà la seconde date d’activation.

Theorème 24 L’algorithmeαH est(1 +
√

5)/2-comṕetitif pour la minimisation de la lon-
gueur d’ordonnancement sur une machineà traitement par lot de capacité infinie et en
ordonnançant des configurations de tâches ayant seulement deux dates d’activation dis-
tinctes. Ce ratio est atteint siα = −1+

√
5

2
.

Démonstration :

Notonsτ1 (respectivementτ2) la tâche avec le plus long temps processeur des tâches arrivant
à la premìere (respectivement seconde) date d’activation. De plus, nous supposons sans perte
de ǵeńeralit́e que la premìere date d’activation est0. Ainsi, la t̂acheτ1 arriveà l’instant0.
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Le pire sćenario pour l’algorithmeαH est lorsque la seconde date d’activation a lieu quand
le premier lot vient̀a peine d’̂etre lanće. Ainsi, le premier lot contenant la tâcheτ1 est or-
donnanće à l’instantαC1. La tâcheτ2 arriveà l’instantαC1 + ε (où ε est un nombre proche
de0 et tendant vers0, ε > 0). Le lot contenant la tâcheτ2 doit être ordonnanće apr̀es la fin
d’exécution du premier lot. Ainsi, la longueur d’ordonnancement obtenue par l’algorithme
αH et not́eeσαH(I) estégaleà :

σαH(I) = αC1 + C1 + C2

L’algorithme optimal (l’adversaire) a deux possibilités pour son ordonnancement selon les
valeursα, C1 etC2 :

– il ordonnance toutes les tâches dans un unique lotà l’instantαC1 + ε. La longueur
d’ordonnancement de l’adversaire, notéeσ∗(I) est alors deαC1 + max(C1, C2) ;

– il ordonnance les tâches en deux lots. Le premier pour l’ordonnancement de la tâcheτ1

(dès l’instant0) et le second pour les autres tâches. CommeαC1 < C1, à la fin du premier
lot, le second lot est lancé aussit̂ot. La longueur d’ordonnancement est :σ∗(I) = C1 + C2.

Le premier cas correspond au cas où C1 � C2 et donc pour le second cas,C1 � C2. Si nous
regroupons ces deux cas, nous obtenons :

σ∗(I) = min(αC1 + max(C1, C2), C1 + C2)

Le ratio de comṕetitivité de l’algorithmeαH, not́e cαH est alors :

cαH ≤
σαH(I)

σ∗(I)
=

(1 + α)C1 + C2

min(αC1 + max(C1, C2), C1 + C2)
(12.12)

Après quelques calculs numériques, l’expression préćedente est minimiśee lorsqueα =
−1+

√
5

2
. Nous remplaçons dans la formule 12.12,α par sa valeur, en notant de plus que ce

ratio est maximiśe pourC1 = C2 = C :

cαH ≤
σαH(I)

σ∗(I)
=

(2 + −1+
√

5
2

)C

(1 + −1+
√

5
2

)C

cαH ≤
σαH(I)

σ∗(I)
=

4−1+
√

5
2

2−1+
√

5
2

cαH ≤
σαH(I)

σ∗(I)
=

3 +
√

5

1 +
√

5

cαH ≤
σαH(I)

σ∗(I)
=

1 +
√

5

2

�
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12.3.4. Ratio de comṕetitivité d’αH pour le probl̀eme ǵenéral

Dans ce paragraphe, nousétablissons les ratios de compétitivité pour le probl̀eme ǵeńeral
où la capacit́e de la machine est infinie (ou du moins, capable d’ordonnancer toutes les
tâches dans un unique lot). Et nous prouvons que l’algorithmeαH n’est pas meilleur que
2-comṕetitif pour le probl̀eme d’ordonnancement,1 | p− batch, ri, b =∞ | Cmax.

Theorème 25 L’algorithme d’ordonnancementαH n’est pas meilleur que2-comṕetitif pour
le probl̀eme ǵeńeral d’ordonnancement de tâches par une machinèa traitement par lot de
capacit́e infinie m̂eme lorsqueβ = α.

Démonstration :

Pour d́emontrer ce th́eor̀eme, nous utilisons l’analyse de compétitivité avec un adversaire
inconscient. L’adversaire définit la configurationI suivante :

τ1 = (r1 = 0, C1 = p),

τ2 = (r2 = αp,C2 = 1),

τ3 = (r3 = αp + α, C3 = 1),

· · · = (. . . , . . . )

τbαpc−1 = (rbαpc−1 = αp + (bαpc − 1)α, Cbαpc−1 = 1)

τbαpc = (rbαpc = p, Cbαpc = 1)

où p est un nombre tr̀es grand (p > 1).

– αH ordonnance les tâches{τ1, . . . , τbαpc−1} dans un premier lot. En effet,à chaque d́elai
d’attente expiŕe, une nouvelle tâche arrive et retarde l’exécution du lot.À la fin de l’exécution
du premier lot, la t̂acheτbαpc a ét́e activ́ee dans le système et son d́elai d’attente est révolu,
elle est alors ordonnancée seule dans un second lot :B1 = {τ1, ..., τbαpc−1} etB2 = {τbαpc}.

– l’algorithme optimal [LEE 99] ordonnanceτ1 dans un premier lot puis il regroupe toutes
les autres t̂aches{τ2, . . . , τbαpc} dans un second lot :B1 = {τ1} etB2 = {τ2, ..., τbαpc}.

Calculons maintenant les longueurs d’ordonnancement atteintes par ces deux algorithmes.
Notons parσ∗(I) et σαH(I), les longueurs d’ordonnancement atteintes respectivement par
l’adversaire optimal et par l’algorithmeαH. L’algorithme optimal, commence l’exécution de
son dernier lot̀a l’instantp et pour une duŕee de1, sa longueur d’ordonnancement est donc
égaleà1+p. αH a commenće l’exécution du dernier lot, en retard,à l’instantαp+bαpcα+p
et pour une duŕee de1, sa longueur d’ordonnancement estégaleàαp+bαpcα+p+1. Ainsi,
le ratio de comṕetitivité de l’algorithmeαH vaut :

cαH = lim
p→∞

αp + bαpcα + p + 1

p + 1

≈ (α2 + α)p + p + 1

p + 1
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En utilisant la propríet́e 5,(α2 + α) = 1 et

cαH ≈ 2p + 1

p + 1

≈ 2

�

12.3.5. Conclusion

Nous venons de présenter l’algorithme en-ligneαH. Cet algorithme fait partie des meilleurs
algorithmes en-ligne dans le cas où tous les temps processeurs sontégaux, ou agŕeables ou
finalement dans le cas où il n’y a uniquement que deux dates d’activation pour une configu-
ration. Mais pour le problème ǵeńeral, cet algorithme ne fait pas partie des meilleurs algo-
rithmes en-ligne, sa garantie de performance est de2.

12.4. Les probl̀emes particuliers : l’algorithme αH2

Cet algorithme est une variante de l’algorithmeαH (cf. paragraphe 12.3) qui insère ǵeńera-
lement moins de temps creux (délais d’attente plus courts) dans l’ordonnancement et obtient
des garanties de performances identiques dans de nombreux cas.

Remarque 20 De m̂eme que pour l’algorithmeαH, dans la suite nous considéronsβ = α.

Exemple 22 Cet exemple présente l’ordonnancement de la configuration de tâchesI, repré-
sent́ee dans le tableau 11.1 (page 151), par l’algorithmeαH2. La premìere t̂acheτ1 arrive à
l’instant 0, l’exécution du premier lot est retardé jusqu’̀a l’instantr1 +αC1 = 1.23. La tâche
τ2 arrive pendant ce laps de temps et est ordonnancée avecτ1 dans le premier lot̀a l’instant
r1 +αC1. Le premier lot est complét́e au tempsr1 +(1+αC1) = 1.23+2 = 3.23. Le second
lot est ordonnanće à l’instant r3 + αC3 = 3.85 en contenant uniquementτ3 et est compĺet́e
à l’instant r3 + (1 + α)C3 = 6.85. Les dernìeres t̂aches arrivent pendant l’exécution du
second lot et attendent la fin d’exécution de celui-ci pour̂etre ordonnanćees car leur d́elai
d’attente est fini avant. Par conséquent, le troisìeme et dernier lot (contenant les tâchesτ4 et
τ5) est ordonnanće juste apr̀es la fin d’ex́ecution du second lot̀a l’instant 6.85. La date de
fin d’ex́ecution de la configuration estégaleà 6.85 + 4 = 10.85. Cet ordonnancement est
représent́e par la figure 12.2.

Propri été 8 Pour chaque lot ŕegulierB ex́ecut́e par l’algorithmeαH2, l’exécution du lot
commencèa l’instantminτj∈B (rj + αCj).
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Algorithme 5 : αH2

Donnée: I, une configuration de tâches.
Donnée: U(0), l’ensemble des tâches librèa l’instant0.
Résultat : Ordonnancement deI par l’algorithmeαH2.
Début

t←− 0;
Tant que Vrai faire

γ ←− minτk∈U(t)(rk + βCk);
s←− max{t, γ};
Durant l’intervalle de temps[t, s] faire

Pour chaquetâcheτh qui arrive dans le systèmeà l’instant t′ faire
Si rh + βCh < γ alors

γ ←− rh + βCh;
t←− t′;
s←− max{t, γ};

U(t)←− U(t) ∪ {τh};
Ordonnancement dans un même lot de l’ensemble de toutes les tâches
disponiblesU(s);
Si une t̂ache arrive pendant l’ex́ecution du lotalors

t←− date de fin d’ex́ecution du lot;
sinon

t←− rh, où τh est la prochaine tâche qui s’active;

fin

0 5 10 15

τ1

τ2

τ3 τ4

τ5

Figure 12.2.Ordonnancement obtenu par l’algorithmeαH2 pour la
configuration d́efinie dans le tableau 11.1.

12.4.1. Temps processeurśegaux

Nous commençons parétablir quelques résultats.

Le lemme 5 (page 162) reste toujours valide pour l’algorithme d’ordonnancementαH2.
Ainsi, αH2 ordonnancéegalement les tâches par ordre de leur arrivée. De plus le lemme 6
(page 162) valable uniquement pour la dernière t̂ache avec l’algorithmeαH peut s’́etendrèa
toutes les t̂aches avec l’algorithmeαH2.
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Lemme 8 Pour n’importe quelle configurationI de t̂aches du probl̀eme
1|ri, pi = p, b = ∞|Cmax, l’algorithmeαH2 finit l’exécution de toutes les tâches moins de
2p unités de temps après leur arriv́ee dans le système :Fk − rk ≤ 2p.

Démonstration :

Soit τk, une t̂ache de la configurationI. Comme lors de la d́emonstration du lemme 6
(page 162), deux cas sontà étudier :

– si la t̂acheτk est ordonnanćee dans un lot régulier par l’algorithmeαH2 au pireà l’ins-
tantrk + αp (délai d’attente de la tâcheτk). Le lot contenant la tâcheτk est compĺet́e alors
avant l’instantrk + (1 + α)p. De plus,α < 1 doncFk − rk ≤ 2p.

– sinon, la t̂acheτk est ordonnanćee dans un lot retardé. Le pire cas survient lorsque la
tâcheτk arrive juste apr̀es le d́ebut de l’ex́ecution du lot qui la pŕec̀ede. Ce lot commence
ainsi son ex́ecutionà l’instantrk − ε (où ε est nombre positif tendant vers zéro ,ε < 1) et la
finit à l’instantrk + p − ε. Finalement, le lot contenant la tâcheτk termine son ex́ecutionà
l’instant rk + 2p− ε. Si on fait tendreε vers0, nous obtenons queFk − rk ≤ 2p.

Dans les ceux cas, le lemme est démontŕe.

�

Nous pouvons maintenantétablir le ŕesultat de comṕetitivité pour l’algorithmeαH2 :

Theorème 26 L’algorithme d’ordonnancementαH2 est(1+
√

5)/2-comṕetitif pour le pro-
blème1|p− batch, ri, pi = p, b =∞|Cmax.

Démonstration :

D’après le lemme 4 (page 162), la longueur d’ordonnancement obtenue par l’adversaire est
égaleà rn + p.

Deux cas sont̀a étudierà propos du dernier lot :

– le dernier lot,Bm, est ŕegulier : alors le dernier lot commence son exécution au pire
à l’instantrn + αp. Ainsi, une borne suṕerieure de sa longueur d’ordonnancement est de
rn + (1 + α)p. Par conśequent, nous obtenons un ratio de compétitivitécαH2 de l’algorithme
αH2 égalà :

cαH2 ≤
rn + (1 + α)p

rn + p
≤ (1 + α)

– si le dernier lot n’est pas régulier (lot retard́e), nous savons que toutes les tâchesτk,
d’apr̀es le lemme 8, finissent leur exécution moins de2p unités de temps après leur activation.
Ainsi, la longueur d’ordonnancement de l’algorithmeαH2 est limit́ee parrn ≥ αp. Sinon,
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la tâcheτn est ordonnanćee dans le premier lot qui est nécessairement régulier. Le ratio de
comṕetitivité est alors de :

cαH2 ≤
rn + 2p

rn + p
≤ αp + 2p

αp + p
=

α + 2

α + 1
En ŕeutilisant la fin de la d́emonstration du th́eor̀eme 22, nous obtenons que le ratio de
comṕetitivité de l’algorithmeαH2 est de(1 +

√
5)/2.

Pour conclure, le ratio de compétitivité de l’algorithme d’ordonnancementαH2 est de(1 +√
5)/2 si α = (−1 +

√
5)/2

�

Remarque 21 Dès l’instant òu les algorithmesαH et αH2 font partie des meilleurs al-
gorithmes en-ligne, tout algorithme en-ligne qui choisit pour l’ensemble des tâches dispo-
nibles (U(t) à l’instant t), d’attendre jusqu’̀a un instant compris entreminτk∈U(t)(rk + αCk)
et maxτk∈U(t)(rk + αCk) est aussi un des meilleurs algorithmes en-ligne pour le même
problème.

12.4.2. Temps processeurs agréables

Contrairement̀a l’algorithmeαH, αH2 n’est pas un des meilleurs algorithmes possibles
lorsque les duŕees d’ex́ecution sont agréables.

Theorème 27 L’algorithme αH2 n’est pas meilleur que2-comṕetitif lors de l’ordonnan-
cement par une machinèa traitement par lot de capacité infinie et pour la minimisation
de la longueur d’ordonnancement lorsque les temps processeurs d’une configuration sont
agréables.

Démonstration :

Nous utilisons l’analyse de compétitivité etétudions la configurationI à temps processeurs
agŕeables suivante :

τ1 = (r1 = 0, C1 = 1),

τ2 = (r2 = 0, C2 = p),

τ3 = (r3 = α + ε, C3 = p)

où p est un entier tr̀es grand,t > 1 etε un nombre inf́erieurà1 et proche de źero mais positif.

– αH2 ordonnance les tâchesτ1 et τ2 dans un premier lot,̀a l’instantα et pour une duŕee
de p. Un second lot est ordonnancé juste apr̀es la fin d’ex́ecution du premier et contenant
uniquementτ3. La longueur d’ordonnancement, notéeσαH2(I) estégaleàα + 2p.
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– l’algorithme optimal [LEE 99] ordonnance toutes les tâches dans un unique lot,à l’ins-
tantα, en faisant tendreε vers0. Sa longueur d’ordonnancement estégaleàσ∗(I) = α + p.

Calculons̀a pŕesent le ratio de compétitivité de l’algorithmeαH2 :

cαH2 = lim
p→∞

α + 2p

α + p
= 2

�

Remarque 22 L’algorithme αH2 a une garantie de performance de2 lorsque les temps
processeurs sont agréables, donc pour le problème ǵeńeral, la garantie de performance
n’est pas meilleure que2.

12.4.3. Deux dates d’activation distinctes

Nous d́emontrons dans ce paragraphe que l’algorithmeαH2 n’est pas mieux que2-comṕetitif
lorsqu’il n’y a pour chaque configuration que deux dates d’activation distinctes. Nous levons
les contraintes sur les durées d’ex́ecution.

Theorème 28 L’algorithmeαH est2-comṕetitif pour la minimisation de la longueur d’or-
donnancement sur une machineà traitement par lot de capacité infinie et en ordonnançant
des configurations de tâches ayant seulement deux dates d’activation distinctes.

Démonstration :

Pour d́emontrer ce th́eor̀eme, nous utilisons l’analyse de compétitivité etétudions la confi-
guration de t̂achesI suivante :

τ1 = (r1 = 0, C1 = 1/p),

τ2 = (r2 = 0, C2 = p),

τ2 = (r3 =
1 + α

p
, C3 = p),

Où p est un entier positif strictement supérieurà1.

– L’algorithme αH2 attend jusqu’̀a l’instant α
p

pour commencer l’ex́ecution du premier
contenant les tâchesτ1 et τ2 (la tâcheτ3 n’étant pas encore activée). Ce lot se terminèa
l’instant α

p
+ p. La fin d’ex́ecution de ce lot est imḿediatement suivie par l’exécution du

second lot contenant la tâcheτ3 dont le d́elai d’attente s’est expiré à l’instant 1+α
p

+ αp.
Ainsi, sa longueur d’ex́ecution, not́eeσαH2, estégaleà α

p
+ 2p.

– L’algorithme optimal attend l’activation de la tâcheτ3 pour ordonnancer un unique lot
contenant toutes les tâches. Sa longueur d’ordonnancement est notéeσ∗ et est́egaleà α+1

p
+p.
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Ainsi, le ratio de comṕetitivité, d́enot́e cαH2 de l’algorithmeαH2 estégalà :

cαH2 =

α
p

+ 2p
α+1

p
+ p

=
2p

p

1 + α
2p2

1 + α+1
p2

En faisant tendrep vers l’infini, nous obtenons :

cαH2 = 2 lim
p→∞

1 + α
2p2

1 + α+1
p2

cαH2 = 2

Ce qui conclut cette d́emonstration.

�

12.5. Le probl̀eme ǵenéral : l’algorithme αH∞

Nous avons pŕesent́e dans le paragraphe 11.4.2, [ZHA 01], l’algorithme en-ligneH∞ qui est
l’un des meilleurs algorithmes en-ligne pour le problème ǵeńeral avec des machinesà capa-
cité infinie. Mais cet algorithme insère de larges temps creux dans l’ordonnancement qu’il
construit (avant le lancement de l’exécution d’un lot). En effet, sìa un instantt, la tâcheτk

est celle disponible avec le plus grand temps processeur, le délai d’attente avant le lancement
du lot estégal à αrk + αpk. L’insertion de ces larges temps creux a pour conséquence de
ne jamais y avoir plus de deux lots ordonnancés à la suite sans temps creux et ce, même
pour des configurations comprenant beaucoup de tâches (cette propriét́e est prouv́ee dans
[ZHA 01]). En pratique, le temps creux inséŕe dans la śequence d’ordonnancement dépend
du temps processeur et de la date d’arrivée de la t̂ache. Par conséquent, deux tâches avec le
même temps processeur n’attendront pas pendant la même duŕee. Notre algorithme insère
géńeralement moins de temps creux que l’algorithmeH∞, car le d́elai d’attente ne d́epend
que du temps processeur de la tâche. Ainsi, le nouvel algorithme que nous présentons,αH∞,
est baśe sur le m̂eme principe que celui de [ZHA 01],H∞. Mais nous supprimons le terme
αrk dans le calcul du d́elai d’attente. Nous d́emontrons, après l’avoir pŕesent́e, que cet algo-
rithme ins̀ere moins de temps creux tout en obtenant la même garantie de performance par
rapport au probl̀emeétudíe.

Exemple 23 Ordonnancement de la configurationI, représent́ee dans le tableau 11.1
(page 151) par l’algorithmeαH∞. La tâcheτ1 arrive dès l’instant0 et introduit un d́elai
d’attente jusqu’̀a l’instant αC1 = 2α = 1.23. La tâcheτ2 arrive à l’instant 1 avec le m̂eme
temps processeur queτ1. Ainsi, elle ne retarde pas plus le début d’ex́ecution du premier lot.
Ce premier lot est ex́ecut́e à l’instant1.23, contenant les t̂achesτ1 etτ2. Il finit son ex́ecution
à l’instant3.23. La tâcheτ3 s’est activ́ee pendant l’ex́ecution du premier lot,̀a l’instant2 et
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Algorithme 6 : αH∞

Donnée: I, une configuration de tâches.
Donnée: U(0), l’ensemble des tâches librèa l’instant0.
Résultat : Ordonnancement deI par l’algorithmeH∞.
Début

t←− 0;
Tant que Vrai faire

k ←− h tel queτh ∈ U(t) etCh = max{Cj | τj ∈ U(t)};
γ ←− rk + αCk;
s←− max{t, γ};
Durant l’intervalle de temps[t, s] faire

Pour chaquetâcheτh qui arrive dans le systèmeà l’instant t′ faire
Si Ch > Ck alors

k ←− h;
γ ←− rh + αCh;
t←− t′;
s←− max{t, γ};

U(t)←− U(t) ∪ {τh};
Ordonnancement dans un même lot de l’ensemble de toutes les tâches
disponiblesU(s);
Si une t̂ache arrive pendant l’ex́ecution du lotalors

t←− s + Ck;
sinon

t←− rh, où τh est la prochaine tâche qui s’active;

fin

est mise en attente jusqu’à l’instant r3 + αC3 = 3.85. Comme aucune autre tâche ne s’est
réveilĺee pendant cet intervalle de temps, le second lot contenant uniquement la tâcheτ3

est ordonnanće à l’instant3.85 et compĺet́e à l’instant6.85. Les t̂achesτ4 et τ5 sont arriv́ees
pendant l’ex́ecution du second lot. Elles ont des temps processeurségaux, le lot les ex́ecutant
devait attendre jusqu’à l’instant r4 + αC4 = 6.47 pour commencer son exécution. Mais
comme le processeurétait toujours occuṕe, le lot a pu commencer son exécution juste apr̀es
l’exécution du second lot,̀a l’instant 6.85 et l’a fini à l’instant 10.85. Cet ordonnancement
est repŕesent́e par la figure 12.3.

Propri été 9 Soitτk la tâche ayant le plus grand temps processeur ordonnancé dans un lot
régulierB, alors l’algorithmeαH∞ a démarŕeB à l’instant rk + αCk.

Nous d́emontrons maintenant que l’algorithmeαH∞ fait partie des meilleurs algorithmes
en-ligne pour notre problème d’ordonnancement. Cette démonstration est malheureusement
longue, mais nous n’avons pas trouvé le moyen de la réduire.
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τ1
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τ3 τ4

τ5

Figure 12.3.Ordonnancement construit par l’algorithmeαH∞ pour la
configurationI, tableau 11.1.

. . .

BmBm−1Bk

Figure 12.4.L’algorithmeαH∞ ordonnance dans un seul bloc plusieurs lots.

Theorème 29 L’algorithmeαH∞ est(1 +
√

5)/2-comṕetitif pour le probl̀eme d’ordonnan-
cement1|p− batch, ri, b =∞|Cmax.

Démonstration :

Pour d́emontrer ce th́eor̀eme, nous utilisons l’analyse de compétitivité.

Attendu queαH∞ est baśe sur le m̂eme principe que l’algorithmeH∞ et qu’il introduit
moins de temps creux dans l’ordonnancement, nous pouvons réutiliser, partiellement, les
résultats obtenus avec l’algorithmeH∞. En effet, il aét́e prouv́e [ZHA 01] que pour l’algo-
rithmeH∞, le dernier bloc est composé d’au plus deux lots. Ainsi, pour notre démonstration,
en ŕeutilisant ces travaux, si la séquence d’ex́ecution construite par l’algorithmeαH∞ se finit
par un bloc d’au plus deux lots alors l’algorithmeαH∞ obtient un ratio de comṕetitivité de
(1 +

√
5)/2.

Dans la suite, nous considérerons que dans la séquence d’ordonnancement construite par
l’algorithmeαH∞, le dernier bloc est composé d’au moins trois blocs.
Il s’ écrit (Bk, . . . , Bm−1, Bm) (où Bk est le dernier lot ŕegulier de la śequence d’ordonnan-
cement, comme le représente la figure 12.4).

Vu que le lotBk est ŕegulier, il commence son exécutionà l’instants(k) = r(k) + αC(k), où
τ(k) désigne la t̂ache avec le plus long temps processeur du lotBk. Ainsi, comme les lots
suivantsBk sont retard́es, la longueur d’ordonnancement obtenue par l’algorithmeαH∞,
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F.Ridouard Deuxìeme partie : Ordonnancement par une machineà traitement par lot

not́eeαH∞(I) est de :

αH∞(I) = r(k) + αC(k) +
m∑

i=k

C(i)

Dans le bloc (repŕesent́e par la figure 12.4), seuls les lotsBk, Bm−1 et Bm nous int́eressent.
Les autres lots, les lotsBk+1, . . . , Bm−2, s’ils existent, n’interviennent que dans la somme
en tant que valeur nuḿerique. Trois cas sontà étudier suivant les durées d’ex́ecution des lots
Bk, Bm−1 etBm :

C(k) ≥ C(m−1)

C(m) ≥ C(k) et C(m−1) ≤ C(k)

C(m−1) ≥ C(k) ≥ C(m)

Nous distinguons les trois cas et les traitons sépaŕement :

– C(k) ≥ C(m−1) :

En utilisant le ŕesultat du lemme 4 (page 162), l’adversaire optimal doit ordonnancer
la tâche τ(m) donc si nous notonsσ∗(I), la longueur d’ordonnancement obtenue par
l’algorithme optimal,σ∗(I) ≥ r(m) + C(m).
De plus, la t̂acheτ(m) arrive apr̀es le d́ebut de l’ex́ecution du lotBm−1 par l’algorithmeαH∞

car sinon, elle serait exécut́ee dans le lotBm−1. Mais le lotBk termine son ex́ecution par
l’algorithmeαH∞ à l’instantr(k) + αC(k) + C(k) et donc comme tous les lots qui suivent
sont retard́es, le lotBm−1 commence son exécution juste après la fin d’ex́ecution du lot
Bm−2, à l’instantr(k) + αC(k) +

∑m−2
i=k C(i). Ainsi,

r(m) ≥ r(k) + αC(k) +
m−2∑
i=k

C(i)

σ∗(I) ≥ r(k) + αC(k) +
m−2∑
i=k

C(i) + C(m)

Le ratio de comṕetitivité vaut :

cαH∞ ≤
r(k) + αC(k) +

∑m
i=k C(i)

r(k) + αC(k) +
∑m−2

i=k C(i) + C(m)

cαH∞ ≤
r(k) + αC(k) +

∑m−2
i=k C(i) + C(m)

r(k) + αC(k) +
∑m−2

i=k C(i) + C(m)

+
C(m−1)

r(k) + αC(k) +
∑m−2

i=k C(i) + C(m)

cαH∞ ≤ 1 +
C(m−1)

r(k) + αC(k) +
∑m−2

i=k C(i) + C(m)
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Mais en utilisant la propriét́e 5,α + α2 = 1, l’in égalit́e pŕećedente peut̂etre simplifíee :

cαH∞ ≤ 1 +
C(m−1)

r(k) + αC(k) +
∑m−2

i=k C(i) + C(m)

cαH∞ ≤ 1 + α
(1 + α)C(m−1)

r(k) + αC(k) +
∑m−2

i=k C(i) + C(m)

Or, d’apr̀es notre première hypoth̀ese,C(k) ≥ C(m−1) :

cαH∞ ≤ 1 + α
(1 + α)C(k)

r(k) + αC(k) +
∑m−2

i=k C(i) + C(m)

cαH∞ ≤ 1 + α
(1 + α)C(k)

r(k) + αC(k) +
∑m−2

i=k+1 C(i) + C(k) + C(m)

cαH∞ ≤ 1 + α

– C(m) ≥ C(k) :

Comme dans le cas préćedent,

σ∗(I) ≥ r(k) + αC(k) +
m−2∑
i=k

C(i) + C(m)

Le ratio de comṕetitivité est alors de :

cαH∞ ≤
r(k) + αC(k) +

∑m
i=k C(i)

r(k) + αC(k) +
∑m−2

i=k C(i) + C(m)

Maisαr(k) ≥ 0 etα
∑m−2

i=k+1 C(i) ≥ 0. Par conśequent, sans perte de géńeralit́e, nous pouvons
ajouter ceśeléments au nuḿerateur de ce ratio :

cαH∞ ≤
r(k) + αC(k) +

∑m
i=k C(i) + (αr(k) + α

∑m−2
i=k+1 C(i))

r(k) + αC(k)+ +
∑m−2

i=k C(i) + C(m)

cαH∞ ≤
(1 + α)r(k) + αC(k) +

∑m
i=k C(i) + α

∑m−2
i=k+1 C(i)

r(k) + αC(k) +
∑m−2

i=k C(i) + C(m)

cαH∞ ≤
(1 + α)r(k) + αC(k) + C(k) + (1 + α)

∑m−2
i=k+1 C(i) + C(m−1) + C(m)

r(k) + αC(k) + C(k) +
∑m−2

i=k+1 C(i) + C(m)

D’après notre hypoth̀ese,αC(m) ≥ αC(k) :

cαH∞ ≤
(1 + α)r(k) + αC(m) + C(k) + (1 + α)

∑m−2
i=k+1 C(i) + C(m−1) + C(m)

r(k) + αC(k) + C(k) +
∑m−2

i=k+1 C(i) + C(m)

cαH∞ ≤
(1 + α)r(k) + (1 + α)C(m) + C(k) + (1 + α)

∑m−2
i=k+1 C(i) + C(m−1)

r(k) + αC(k) + C(k) +
∑m−2

i=k+1 C(i) + C(m)

En utilisant encore la propriét́e 5,α + α2 = 1 :

∼ 176 ∼
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cαH∞ ≤
(1 + α)(r(k) + C(m) +

∑m−2
i=k+1 C(i)) + (1 + α)αC(k) + (1 + α)αC(m−1)

r(k) + αC(k) + C(k) +
∑m−2

i=k+1 C(i) + C(m)

cαH∞ ≤ (1 + α)
r(k) + αC(k) +

∑m−2
i=k+1 C(i) + αC(m−1) + C(m)

r(k) + αC(k) + C(k) +
∑m−2

i=k+1 C(i) + C(m)

D’après notre hypoth̀ese nous avons posé aussi queC(k) ≥ αC(m−1) :

cαH∞ ≤ (1 + α)
r(k) + αC(k) +

∑m−2
i=k+1 C(i) + αC(m−1) + C(m)

r(k) + αC(k) +
∑m−2

i=k+1 C(i) + αC(m−1) + C(m)

cαH∞ ≤ 1 + α

– C(m−1) ≥ C(k) ≥ C(m) :

Dans la śequence d’ordonnancement construite par l’algorithme optimal (l’adversaire), deux
sous-cas sont̀a consid́erer : suivant que l’algorithme optimal ordonnance les tâchesτ(m−1)

et τ(m) dans un unique lot ou non.
Supposons dans un premier temps que ces deux tâches sont ordonnancées dans un unique
lot. CommeC(m−1) ≥ C(m), un lot est ex́ecut́e apr̀es l’instantr(m) (il faut attendre que les
deux t̂aches soient actives) et pendant une durée deC(m−1).

σ∗(I) ≥ r(m) + C(m−1)

Dès lors que le lotBk est le dernier lot ŕegulier dans la śequence d’ordonnancement
construite par l’algorithme en-ligne, (cf. figure 12.4), alors :

r(m) ≥ r(k) + αC(k) +
m−2∑
i=k

C(i)

σ∗(I) ≥ r(k) + αC(k) +
m−2∑
i=k

C(i) + C(m−1)

En utilisant l’ensemble de ces valeurs, le ratio de compétitivité de ce sous-cas est de :

cαH∞ ≤
r(k) + αC(k) +

∑m
i=k C(i)

r(k) + αC(k) +
∑m−2

i=k C(i) + C(m−1)

cαH∞ ≤
r(k) + αC(k) +

∑m−2
i=k C(i) + C(m−1) + C(m)

r(k) + αC(k) +
∑m−2

i=k C(i) + C(m−1)

cαH∞ ≤ 1 +
C(m)

r(k) + αC(k) +
∑m−2

i=k C(i) + C(m−1)
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En utilisant la propríet́e 5,α + α2 = 1 :

cαH∞ ≤ 1 + α
(1 + α)C(m)

r(k) + αC(k) +
∑m−2

i=k C(i) + C(m−1)

cαH∞ ≤ 1 + α
(1 + α)C(m)

r(k) + (1 + α)C(k) +
∑m−2

i=k+1 C(i) + C(m−1)

D’après le cas dans lequel nous nous sommes placés,C(k) ≥ C(m) :

cαH∞ ≤ 1 + α
(1 + α)C(k)

r(k) + (1 + α)C(k) +
∑m−2

i=k+1 C(i) + C(m−1)

cαH∞ ≤ 1 + α

Si maintenant les tâchesτ(m−1) et τ(m) ne sont pas ordonnancées dans un m̂eme lot
par l’algorithme optimal, par conséquent, apr̀es l’arrivée de la t̂acheτ(m−1), au moins deux
lots sont ordonnancés et le premier lot a pour longueur au moinsC(m−1) (car il contient la
tâcheτ(m−1)) etC(m) (car il contient la t̂acheτ(m)). Par conśequent :

σ∗(I) ≥ r(m−1) + C(m−1) + C(m)

D’après la figure 12.4, la tâcheτ(m) (comme elle n’est pas ordonnancée dans le lotBm−1)
arrive dans le système apr̀es la fin de l’attente líeeà ce lot :

r(m) ≥ r(m−1) + αC(m−1)

En ŕeitérant ce raisonnement jusqu’à la t̂acheτ(k+1), nous obtenons :

r(m−1) ≥ r(m−2) + αC(m−2)

. . .

r(k+1) ≥ r(k) + αC(k)

r(m−1) ≥ r(k) + αC(k) + ... + αC(m−2)

r(m−1) ≥ r(k) +
m−2∑
i=k

αC(i)

Par conśequent, pour le calcul de la longueur d’ordonnancement obtenue avec l’adversaire,
nous obtenons :

σ∗(I) ≥ r(m−1) + C(m−1) + C(m)

σ∗(I) ≥ r(k) +
m−2∑
i=k

αC(i) + C(m−1) + C(m)

Le ratio de comṕetitivité d́eduit est :

cαH∞ ≤
r(k) + αC(k) +

∑m
i=k C(i)

r(k) +
∑m−2

i=k αC(i) + C(m−1) + C(m)
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Étant donńe queαr(k) ≥ 0 et αC(m) ≥ 0, nous pouvons ajouter ces termes au numérateur
pour d́efinir le ratio de comṕetitivité :

cαH∞ ≤
r(k) + αC(k) +

∑m
i=k C(i) + αr(k) + αC(m)

r(k) +
∑m−2

i=k αC(i) + C(m−1) + C(m)

cαH∞ ≤
(1 + α)r(k) + αC(k) +

∑m
i=k C(i) + αC(m)

r(k) +
∑m−2

i=k αC(i) + C(m−1) + C(m)

cαH∞ ≤
(1 + α)r(k) + αC(k) +

∑m−2
i=k C(i) + C(m−1) + C(m) + αC(m)

r(k) +
∑m−2

i=k αC(i) + C(m−1) + C(m)

cαH∞ ≤
(1 + α)r(k) + αC(k) +

∑m−2
i=k C(i) + C(m−1) + (1 + α)C(m)

r(k) +
∑m−2

i=k αC(i) + C(m−1) + C(m)

La propríet́e 5 (α + α2 = 1) nous permet de simplifier le ratio :

cαH∞ ≤ (1+α)r(k)+αC(k)+(1+α)α
∑m−2

i=k C(i)+C(m−1)+(1+α)C(m)

r(k)+
∑m−2

i=k αC(i)+C(m−1)+C(m)

Or d’apr̀es notre cas d’étude,C(m−1) ≥ C(k), ce qui nous permet de conclure :

cαH∞ ≤
(1 + α)r(k) + αC(m−1) + (1 + α)α

∑m−2
i=k C(i) + C(m−1) + (1 + α)C(m)

r(k) +
∑m−2

i=k αC(i) + C(m−1) + C(m)

cαH∞ ≤
(1 + α)r(k) + (1 + α)C(m−1) + (1 + α)α

∑m−2
i=k C(i) + C(m)

r(k) +
∑m−2

i=k αC(i) + C(m−1) + C(m)

cαH∞ ≤ (1 + α)
r(k) + C(m−1) + α

∑m−2
i=k C(i) + C(m)

r(k) +
∑m−2

i=k αC(i) + C(m−1) + C(m)

cαH∞ ≤ 1 + α

�

Pour conclure,αH∞ est l’un des meilleurs algorithmes en-ligne pour le problème d’ordon-
nancement1|p−batch, ri, b =∞|Cmax, au m̂eme titre que l’algorithmeH∞ mais en inśerant
moins de temps creux.

12.6. Simulation

Ce paragraphe a pour but de comparer le comportement des trois algorithmes que nous ve-
nons de pŕesenter avec l’algorithmeH∞. Ainsi, nous avons ǵeńeŕe trente mille configurations
de t̂aches et nouśetablissons pour chaque configuration quelques valeurs statistiques.

12.6.1. Présentation du simulateur

Ce simulateur áet́e impĺement́e dans un premier temps, pour chercher des exemples démon-
trant que les algorithmesαH et αH2 ne font pas partie des meilleurs algorithmes en-ligne
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pour le probl̀eme ǵeńeral. Ensuite, son utilisation áet́e élargie afin de pouvoir comparer les
diff érents algorithmes en-ligneétablis au cours de cetteétude avec l’algorithmeH∞.

Le simulateur comprend tout d’abord quatre modules, un pour chacun des algorithmesétudíes
(H∞, αH, αH2 etαH∞). Un autre module est nécessaire car il ne faut pas oublier que pour
calculer le ratio de comṕetitivité de chacun de ces algorithmes sur chaque configuration,
nous avons besoin d’une valeur pour l’adversaire, l’algorithme optimal de LEE et UZSOY

[LEE 99] (cf. paragraphe 11.3).

Pour finir, le module principal crée une configuration contenant de troisà sept t̂aches. Chaque
tâche dispose d’une durée d’ex́ecution aĺeatoire comprise entre1 et 12. La premìere t̂ache
arriveà l’instant0, puis chacune d’elle arrive après la t̂ache qui la pŕec̀ede mais avant la date
correspondant̀a la somme entre la date d’arrivée de la t̂ache qui la pŕec̀ede plus le tiers du
temps processeur de cette tâche.

Ensuite, chaque algorithme calcule sa longueur d’ordonnancement puis son ratio de compéti-
tivit é. Finalement, trois valeurs statistiques sont calculées : le pourcentage de fois où chaque
algorithme est le meilleur, la moyenne et l’écart type du ratio de compétitivité de chaque
algorithme en-ligne.

12.6.2. Résultats de l’exṕerimentation

Trois lots de dix mille configurations de tâches ont́et́e lanćes. Ces trois lotśetaient tous
semblables, mais les seules petites nuances permettant de les différencier sont que dans le
premier jeu de tests lancé, le simulateur a ressorti une instance selon laquelle,αH a un ratio
de comṕetitivité suṕerieurà1 + α. Dans le second jeu, c’estαH2 qui a eu une instance telle
que son ratióetait suṕerieurà1+α. Enfin, le troisìeme jeu de tests s’est dérouĺe normalement.
Nous avons ŕecuṕeŕe les valeurs (pourcentages, moyennes,écarts types) pour les trois jeux
de tests et nous en avons fait la moyenne. Nous avons obtenu les résultats suivants :

Algorithmes H∞ αH αH2 αH∞

Pourcentages 11.22 29.05 81.82 76.78
Moyennes 1.4463161.2725461.1867331.185980

Écarts types 0.1834940.0976710.1225910.121577

Tableau 12.1.Comparaisons des algorithmes en-ligne

La premìere ligne du tableau 12.1 regroupe les pourcentages où chaque algorithme áet́e le
meilleur. La somme de tous les pourcentages ne donne pas 100% car en effet, plusieurs algo-
rithmes peuvent, lors d’une m̂eme configuration,̂etre les meilleurs. Le meilleur en terme de
ratio estαH2, ce qui n’est pas surprenant puisqu’il essaye toujours d’ordonnancer au plus tôt.
Vient ensuiteαH∞ suivit deαH etH∞ qui à contrario deαH etαH2 est l’un des meilleurs
algorithmes en-ligne pour le problème de la minimisation de la longueur d’exécution sur
une machinèa traitement par lot òu les lots sont de capacité infinie. Cette remarque est
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intéressante car malgré ses qualit́es, il n’emp̂eche qu’H∞ n’arrive que tr̀es rarement̀a avoir
le plus petit ratio de comṕetitivité (vis-̀a-vis de l’algorithme optimal hors-ligne).

Ces pourcentages nous permettent de remarquer que l’algorithmeH∞ attend plus longtemps
que les autres algorithmes avant de commencer son exécution, ainsi, il ǵeǹere moins de lots,
mais ils sont plus espacés dans le temps. Il obtient ainsi rarement la séquence d’ex́ecution
la plus courte.̀A l’inverse, l’algorithmeαH∞ attend peu mais ǵeǹere plus de lots, ce qui ne
l’empêche pas d’avoir souvent (trois fois sur quatre) la plus courte séquence d’ex́ecution.

La seconde ligne du tableau 12.1 donne les valeurs moyennes des ratios de compétitivité
atteintes par nos algorithmes sur l’ensemble des trois jeux de tests. Les algorithmesαH2 et
αH∞ sont proches. Comme préćedemment, c’est l’algorithmeH∞ qui, même s’il appartient
à l’ensemble des meilleurs algorithmes en-ligne pour le problème donńe, a le moins bon
résultat.

La troisìeme ligne du tableau 12.1 qui présente les valeurs moyennes desécarts types, montre
que les valeurs des ratios de compétitivité deαH restent assez proches. Cetécart grandit un
peu pourαH2 etαH∞, avant d’augmenter encore plus pourH∞.

12.6.3. Conclusion

Même si ces ŕesultats sont d́ependants de notre environnement de simulation, nous nous
rendons compte que m̂eme si l’algorithmeH∞ est l’un des meilleurs algorithmes possibles,
il n’atteint pas les ŕesultats obtenus parαH etαH2. En fait, seulαH∞, qui est lui aussi l’un
des meilleurs algorithmes en-ligne pour le problème de la minimisation de la date maximum
de fin d’ex́ecution sur une machinèa traitement par lot òu les lots sont de capacité infinie,
tient la comparaison avecαH etαH2.

12.7. Unification

Pendant la relecture de l’article [RID 06], des relecteurs de la revueEJORnous ont indiqúe
une ŕeférence qui áet́e publíee durant le processus de relecture de notre travail [POO 05].
Dans cet article, les auteurs proposent pour la durée du d́elai d’attente avant le d́ebut de
l’exécution d’un lot, un intervalle de temps qui garantità l’algorithme que quelle que soit
la valeur prise dans cet intervalle, il est l’un des meilleurs algorithmes en-ligne pour ce
probl̀eme. Dans ce paragraphe, nous développons ce résultat.

Remarque 23 L’algorithme unifíe, avant de lancer un lot, choisit une valeur aléatoire dans
l’intervalle [αCk, (1 + α)rk + αCk]. On remarque que le maximum correspond au délai
d’attente de l’algorithme deZHANG, H∞ (cf. paragraphe 11.4.2, page 152) et que la li-
mite inf́erieure est ind́ependante des dates d’arrivée des t̂aches. En dehors de ces valeurs,
l’algorithme ne peut atteindre la garantie de performance de1+

√
5

2
. Notonségalement que

cet algorithme peut conduirèa un ordonnancement plus court que celui de notre algorithme
αH∞.
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Algorithme 7 : L’algorithme unifíe [POO 05]
Donnée: I, une configuration de tâches.
Donnée: U(0), l’ensemble des tâches librèa l’instant0.
Résultat : Ordonnancement deI par l’algorithme unifíe.
Début

t←− 0;
Tant que Vrai faire

k ←− h tel queτh ∈ U(t) etCh = max{Cj | τj ∈ U(t)};
γ une valeur aĺeatoire prise dans l’intervalle[αCk, (1 + α)rk + αCk];
s←− max{t, γ};
Durant l’intervalle de temps[t, s] faire

Pour chaquetâcheτh qui arrive dans le systèmeà l’instant t′ faire
Si Ch > Ck alors

k ←− h;
γ une valeur prise dans l’intervalle[αCk, (1 + α)rk + αCk];
t←− t′;
s←− max{t, γ};

U(t)←− U(t) ∪ {τh};
Ordonnancement dans un même lot de l’ensemble de toutes les tâches
disponiblesU(s);
Si une t̂ache arrive pendant l’ex́ecution du lotalors

t←− s + Ck;
sinon

t←− rh, où τh est la prochaine tâche qui s’active;

fin

Exemple 24 Ordonnancement de la configurationI (tableau 11.1, page 151) par l’algo-
rithme unifíe en supposant que la valeur aléatoire prise est toujourśegaleà αCk. La tâche
τ1 arrive dès l’instant0 et introduit un d́elai d’attente jusqu’̀a l’instant αC1 = 2α = 1.23.
La tâcheτ2 arrive à l’instant 1. Son temps processeur estégal à celui deτ1 donc le d́ebut
d’exécution du premier lot n’est pas plus retardé. Ce premier lot est exécut́e à l’instant
1.23, contenant les t̂achesτ1 et τ2 et finit son ex́ecutionà l’instant 3.23. La tâcheτ3 activée
pendant l’ex́ecution du premier lot,̀a l’instant 2 et retarde le prochain lot jusqu’à l’instant
αC3 = 1.85 qui est pasśe, donc le lot est exécut́e imḿediatement apr̀es le premier lot,̀a
l’instant 3.23 jusqu’à l’instant6.23 et contenant justeτ3. Les t̂achesτ4 et τ5 se sont activ́ees
pendant l’ex́ecution du second lot. Le lot ne doit pasêtre ex́ecut́e avant l’instantαC4 = 2.47
déjà pasśe donc, le troisìeme lot contenant les tâchesτ4 et τ5 est ex́ecut́e à l’instant 6.23 et
est compĺet́e à l’instant10.23. Cet ordonnancement est représent́e par la figure 12.5.

La garantie de performance de l’algorithme unifié est de1+
√

5
2

. Cette d́emonstration est
présent́ee dans l’annexe D.
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Figure 12.5.Ordonnancement construit par l’algorithme unifié (avec
γ = αCk) pour la configurationI, tableau 11.1.
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Chapitre 13

Conclusion sur les machinesà traitement par lot

Notreétude a pour objet d’étudier le probl̀eme de l’ordonnancement de machinesà traitement
par lot de capacité infinie et pour la minimisation de la longueur d’ordonnancement. Pour ce
probl̀eme, il a d́ejà ét́e d́emontŕe que les algorithmes en-ligne ne peuvent pasêtre meilleurs
que2-comṕetitifs s’ils n’insèrent pas de temps creux dans leur séquence d’ex́ecution. Nous
avons prouv́e qu’il est pŕeférable d’inśerer des temps creux en montrant que dans ce cas, les
algorithmes en-ligne sont alors au mieux(1+

√
5/2)-comṕetitifs pour l’ordonnancement par

une machinèa traitement par lot de capacité finie ou infinie, m̂eme lorsque les tâches sont
toutes de m̂eme duŕee.

Nous avons pŕesent́e deux algorithmes en-ligneαH et αH2 qui ne font pas partie des
meilleurs algorithmes en-ligne pour le problème d’ordonnancement1|p − batch, ri, b =
∞|Cmax. Mais qui, dans certains cas spécifiques, ont des résultats positifs :

– si toutes les t̂aches de la configuration ont le même temps processeur, nous avons
établi que les algorithmes d’ordonnancement en-ligneαH et αH2 font partie des meilleurs
algorithmes en-ligne possibles siβ = (−1 +

√
5)/2. Nous avonśegalement d́emontŕe

que n’importe quel algorithme qui décide d’attendre jusqu’à un instant compris entre
minτk∈U(t)(rk + αCk) etmaxτk∈U(t)(rk + αCk) (où U(t) désigne l’ensemble des tâches dis-
poniblesà l’instantt) alors il fait également partie des meilleurs algorithmes en-ligne pour
le même probl̀eme ;

– nous avonśegalement fait apparaı̂tre à propos de l’algorithmeαH qu’il est l’un des
meilleurs algorithmes en-ligne pour le problème d’ordonnancement1|p − batch, ri, b =
∞|Cmax lorsque les t̂aches ont des temps processeurs agréables. Ce qui n’est pas le cas
pour l’algorithmeαH2 ;

– finalement, pour l’ordonnancement des configurations de tâches n’ayant uniquement
que deux dates d’activation, nous avons démontŕe que l’algorithme d’ordonnancementαH
est encore l’un des meilleurs algorithmes en-ligne pour le problème 1|p − batch, b =
∞|Cmax. Ce qui n’est encore une fois pas vrai pour l’algorithmeαH2.

Nous avons, pour le problème d’ordonnancement1|p − batch, ri, b = ∞|Cmax, établi un
algorithme,αH∞, qui fait partie des meilleurs algorithmes en-ligne comme l’algorithme
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H∞ de [ZHA 01] mais qui a un d́elai d’attente moins important que celui de l’algorithme
H∞. De plus, avec la simulation effectuée, nous pensons queαH∞ dans une majorité des
cas a un ratio de compétitivité inférieurà celui deH∞.

L’ établissement de la borne inférieure et le ŕesultat sur le cas spécifique des configurations
de t̂aches avec seulement deux dates d’activation ontét́e pŕesent́es dans une conférence inter-
nationale [RIC 03]. Les autres résultats ont fait l’objet d’une autre conférence internationale
[RID 04] ainsi que d’une revue [RID 06].

Récemment, une conclusion aét́e apport́ee dans [POO 05a] pour le problème d’ordonnance-
ment en-ligne,1|p − batch, ri, b = ∞|Cmax. Ces auteurs présentent un panel d’algorithmes
en-ligne avec une performance garantie optimale ((1 +

√
5)/2-comṕetitif) incluant les algo-

rithmesαH∞ etH∞.

Pour de futurs travaux sur l’ordonnancement par une machineà traitement par lot, il restèa
étudier :

– le probl̀eme d’ordonnancement par une machineà traitement par lot̀a capacit́e finie.
Concernant ce problème, un algorithme en-ligne déterministe2-comṕetitif est connu. Mais
nous ne savons pas s’il existe un meilleur algorithme en-ligne. Dans [ZHA 01] une exten-
sion de l’algorithmeH∞ est propośee mais ces auteurs conjecturent seulement que leur
algorithme est(1 +

√
5)/2-comṕetitif. Récemment, dans [POO 05b] un algorithme en-ligne

est propośe pour les machines̀a traitement par lot et̀a capacit́e finie avec une performance
garantie de2 et qui est aussi7/4-comṕetitif dans le cas de machineà capacit́e2.

– d’autres crit̀eres d’optimisation : la minimisation du retard maximum ou le nombre de
tâches en retard.
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Conclusion ǵenérale
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Chapitre 14

Conclusion ǵeńerale

Lors de cettéetude, nous avons cherché des solutions̀a deux probl̀emes d’ordonnancement :

– l’ordonnancement de tâches̀a suspension ;

– l’ordonnancement de tâches par une machineà traitement par lot.

L’ordonnancement de tâchesà suspension se fait dans un contexte temps réel. Tandis que
l’ordonnancement par une machineà traitement se fait dans un contexte classique d’ordon-
nancement. Ces deux problèmes ont́et́e étudíesà travers l’analyse de compétitivité des algo-
rithmes en-ligne.

Dans la partie I, nous avonśetudíe l’ordonnancement de configurations de tâchesà sus-
pension. Dans le chapitre 4, nous avons rappelé quelques fondements de l’ordonnancement
temps ŕeel monoprocesseur. Nous avons présent́e, au chapitre 5, uńetat de l’art de l’ordon-
nancement de tâches̀a suspension. Pour cetteétude, nous nous sommes limités aux t̂aches
qui ne se suspendent qu’au plus une seule fois durant leur exécution. Trois principaux axes
d’étude ont́et́e abord́es au cours de cette partie :

– le chapitre 6́etablit laNP-difficulté de l’ordonnancement des tâches̀a suspension sur un
syst̀eme monoprocesseur ;

– le chapitre 7étudie la comṕetitivité des principaux algorithmes en-ligne pour deux
critères de performance : la minimisation du nombre de tâches en retard et la minimisation
du temps de ŕeponse maximum ;

– finalement, le chapitre 8́etablit des bornes du pessimisme engendré par des tests
d’ordonnançabilit́e.

Ainsi, nous avons d́emontŕe que le probl̀eme d’ordonnancement des tâches̀a suspension età
éch́eance sur reqûete estNP-Difficile au sens fort. Nous avonśegalement montré qu’aucun
algorithme en-ligne ne peutêtreuniverselpour ce probl̀eme, sauf siP = NP. De plus, la
présence possible d’anomalies d’ordonnancement aét́e d́emontŕee pour les algorithmes en-
ligne classiquesRM, DM, EDF (cf. paragraphe 4.2). Finalement, nous avonsétabli qu’aucun
algorithme en-ligne d́eterministe n’est optimal pour l’ordonnancement de tâches̀a suspen-
sion dans un système monoprocesseur.
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Puis, dans le chapitre 7, nous avonsévalúe les algorithmes en-ligne (RM, DM, EDF etLLF (pa-
ragraphe 4.2)), en utilisant l’analyse de compétitivité. Ainsi, nous avons d́emontŕe qu’ils
sont non comṕetitifs pour minimiser le nombre de tâches en retard et ce, même pour des
configurations de tâches̀a suspension avec des charges processeurs faibles (proches de zéro)
alors qu’il existe des ordonnancements faisables de ces configurations. De plus, la tech-
nique d’augmentation des ressources n’améliore pas les performances d’EDF. Enfin, en ce
qui concerne la minimisation du temps de réponse maximum, nous avons démontŕe que les
algorithmes en-ligne classiques sont au mieux2-comṕetitifs.

Dans le dernier chapitre de cette partie, au chapitre 8, nous avonsétudíe trois tests d’ordon-
nançabilit́e, baśes sur l’algorithmèa priorit́e fixe RM et pour la minimisation du temps de
réponse maximum : les ḿethodesA etB de KIM [KIM 95] et la méthode de LIU [LIU 00].
Notreétude a d́emontŕe qu’il n’existait aucunéequivalence entre la ḿethode A de KIM et le
test de LIU. Ainsi, un test peut́etablir qu’une t̂ache est ordonnançable et l’autre non, et inver-
sement. En utilisant l’analyse de compétitivité, la borne inf́erieure du ratio de compétitivité
de chaque test est de2.91667 pour la ḿethodeA de KIM , 2.75 pour la ḿethodeB et
2.875 pour la ḿethode de LIU. Finalement, une simulation permet de confirmer la meilleure
méthode qui est la ḿethodeB de KIM . Mais ces ŕesultats sont̀a relativiser car notre modèle
stochastique utiliśe pour la ǵeńeration des configurations de tâches áet́e d́evelopṕe pour
géńerer des bornes inférieures du ratio de compétitivité (avec un nombre faible de tâches).

Puisque nous n’avons toujours pas trouvé de solutionà ce probl̀eme d’ordonnancement,
il serait donc int́eressant de rechercher un algorithme hors-ligne optimal. Un autre aspect
intéressant̀a ce probl̀eme serait de mesurer l’impact des anomalies d’ordonnancement sur
le nombre de t̂aches ne respectant pas ses contraintes temporelles, en utilisant le principe
présent́e concernant les tâches non préemptibles et sans suspension [MOK 05]. D’autres
pistes d’́etudes sont : les deux problèmes d́eduis de celui-ci : le problème de gigue sur ac-
tivation et le probl̀eme de la suspensioǹa la fin du traitement (p. ex. la latence associéeà
une oṕeration sur un actionneur), l’étude du probl̀eme des t̂achesà suspension aux tâches
dépendantes ainsi qu’aux systèmes multiprocesseurs.

Dans la partie II, nous avons abordé le probl̀eme de l’ordonnancement des tâches par une
machineà traitement par lot. Dans le chapitre 11, nous avons présent́e la bibliographie de
ce probl̀eme d’ordonnancement. Au chapitre suivant, le chapitre 12, nous avons montré que
les algorithmes en-ligne qui insèrent des temps creux dans leur séquence d’ordonnancement
sont au mieux(1 +

√
5/2)-comṕetitifs pour l’ordonnancement par une machineà traitement

par lot de capacité finie ou infinie et des durées de t̂aches identiques alors qu’ils ne sont
pas mieux que2-comṕetitifs dans le cas inverse. De plus, nous avons proposé plusieurs
algorithmes en-ligne :

– l’algorithme αH qui ne fait pas partie des meilleurs algorithmes en-ligne pour le
probl̀eme d’ordonnancement1|p − batch, ri, b = ∞|Cmax. Mais qui l’est si tous les temps
processeurs sontégaux, ou si les temps processeurs sont agréables ou finalement s’il n’y a
que deux dates d’activation différentes pour toute la configuration.

– l’algorithme αH2, qui attend moins que l’algorithmeαH mais qui ne fait pas non
plus partie des meilleurs algorithmes en-ligne pour le problème d’ordonnancement1|p −
batch, ri, b = ∞|Cmax et qui ne l’est paśegalement si les temps processeurs sont agréables
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ou s’il n’y a que deux dates d’activation par configuration, mais qui l’est si tous les temps
processeurs sontégaux. De plus, si un algorithme a un temps d’attente avant le début du
lancement d’un lot compris entreminτk∈U(t)(rk + αCk) et maxτk∈U(t)(rk + αCk) (où U(t)
désigne l’ensemble des tâches disponibles̀a l’instant t) alors il fait également partie des
meilleurs algorithmes en-ligne si tous les temps processeurs sontégaux.

– l’algorithme αH∞, qui a une garantie de performanceégaleà (1 +
√

5)/2 pour le
probl̀eme,1|p − batch, ri, b = ∞|Cmax, il fait donc partie des meilleurs algorithmes en-
ligne comme l’algorithmeH∞ de [ZHA 01]. Mais le d́elai d’attente d’αH∞ est moins im-
portant que celui de l’algorithmeH∞. De plus, avec la simulation effectuée, nous pensons
queαH∞ a, la plupart du temps, un ratio de compétitivité inférieurà celui deH∞. Notons
que le probl̀eme áet́e ŕecemment ferḿe par l’article [POO 05].

Pour de futurs travaux, il restèa étudier : le probl̀eme d’ordonnancement par une machine
à traitement par lot̀a capacit́e finie. Ce probl̀eme est toujours ouvertà notre connaissance
et òu seulement un algorithme en-ligne déterministe2-comṕetitif est connu. Mais comme
la borne du ratio de compétitivité pour ce probl̀eme est de(1 +

√
5)/2, il existe probable-

ment un meilleur algorithme en-ligne. Cetteétude pourrait̂etreétenduèa d’autres crit̀eres de
performance.
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Annexe A

La méthode de PALENCIA pour les algorithmes̀a priorit́e fixe

A.1. Introduction

Les études sur l’ordonnancement de tâches avec des algorithmesà priorit́e fixe a abouti
à d́eterminer des calculs du temps de réponse pour des tâches s’ex́ecutant sur un unique
processeur en incluant les effets de synchronisation, avecDi ≤ Ti ou Di ≥ Ti, en prenant
en compte les contraintes de préćedence, les variations de priorité des t̂aches et les systèmes
surcharǵes.

Mais aucunéetude n’a encore trouvé de solution exacte pour le calcul du temps de réponse
dans les systèmes distribúes et dans les systèmes òu les t̂aches peuvent se suspendre. Quelques
travaux ontét́e meńes sur l’ordonnancementà priorit́e fixe dans les systèmes distribúes ou
dans les systèmes de t̂aches̀a suspension mais les résultats obtenus sur le calcul du pire temps
de ŕeponse sont restés tr̀es pessimistes ce qui ne permet pas leur utilisation. Pour diminuer ce
pessimisme, TINDELL [TIN 94] développa une ḿethode de calcul du pire temps de réponse
introduisant la notion d’offsetsstatiques. Cette ḿethode est ŕeutilisée par PALENCIA et al.
dans leurs travaux.

Avant d’évoquer les travaux de PALENCIA et GONZALES-HARBOUR [PAL 98], commen-
çons par d́ecrire le mod̀ele utiliśe.

A.1.1. Modèle de t̂ache : transaction

Le syst̀eme de t̂aches utiliśe par PALENCIA est un syst̀eme de t̂aches pŕeemptives et̀a priorit́e
fixe. Les t̂aches sont placées dans destransactions1.

Définition 26 Une transaction est une collection de tâches ayant des caractéristiques com-
munes. Chaque transaction (notéeΓi) a une ṕeriode not́eeTi et contientmi tâches. Chaque
tâche h́erite de sa transaction, sa période. Chaque transaction est réveilĺee par uńev́enement

1. cf. Rate Monotonic Analysis [KLE 93]
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ext́erieur donc toutes les tâches composant la transaction arrivent au même instant. Mais
chaque t̂acheτi à son activation, a un d́elai d’attente suppĺementaire correspondantà la
gigue sur activation.

Un autre d́elai d’attente est rajouté dans le mod̀eleà l’activation de la t̂ache. Ce temps d’at-
tente appeĺe offset repŕesente un type de contrainte de préćedence entre les tâches, il indique
le décalage de réveil de chaque tâche par rapport̀a l’arrivée de la transaction dans le système.

Définition 27 Un offset est une durée d’attente entre l’arriv́ee de la t̂ache dans le système
et son ŕeveil. Il existe deux types d’offsets :

– offsets statiques :̀a chaque ŕeveil d’une transaction, les tâches de la transaction gardent
les m̂emes offsets.

– offsets dynamiques : l’offset des tâches peut varier du réveil d’une transactioǹa une
autre.

Chaque t̂ache se noteτi,j pour signifier qu’elle est lajieme tâche de la transactionΓi à laquelle
elle appartient.

– Sonoffsetest not́eΦi,j ;

– sa gigue maximum au démarrage est notéeJi,j ;

– son pire temps processeur requis est notéCi,j

– sa limite de fin d’ex́ecution relativèa sa date de réveil :Di,j ;

– son pire temps de réponse se noteRi,j.

Les t̂aches peuvent utiliser des sémaphores avec le protocoleà priorit́e plafond. Dans cette
hypoth̀ese, les effets des tâches moins prioritaires surτi,j peuvent se limiter̀a un facteur de
blocage not́eBi,j.

TINDELL [TIN 94] mena sońetude avec des offsets statiques et tels que chaque offset soit
inférieur à la ṕeriode de la t̂acheà laquelle il est associé. Mais pour l’́etude des t̂achesà
suspension, les offsets statiques ne nous suffisent pas. En effet, nous verrons que comme la
duŕee de suspension n’est pas constante, les offsets statiques ne sont pas directement utili-
sables pour représenter les suspensions. De plus, rien dans l’étude des t̂aches̀a suspension
ne contraint une tâcheà se suspendre pour une durée inf́erieureà celle de la ṕeriode. Par
conśequent, les travaux de TINDELL ne permettent pas directement d’étudier les t̂achesà
suspension. C’est pour cette raison que nous ne détaillons pas plus ces travaux mais nous
présentons directement l’extension de cesétudes apportée par PALENCIA et GONZALEZ

HARBOUR qui peut s’appliquer aux traitements des tâches avec suspension.

A.2. Les travaux de PALENCIA et GONZALEZ HARBOUR [PAL 98] sur les offsets sta-
tiques

Avant d’étudier les offsets dynamiques et plus particulièrement les t̂aches̀a suspension, PA-
LENCIA et GONZALEZ HARBOUR étudìerent dans un premier temps les offsets statiques.À
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noterégalement que PALENCIA et GONZALEZ HARBOUR levèrent la contrainte de restric-
tion sur la longueur des offsets et des gigues sur activation que TINDELL limita à la ṕeriode
de la t̂ache.

Pour d́eterminer leur test d’ordonnançabilité, la ḿethode calcule dans un premier temps, le
temps de ŕeponse exact des tâches (̀a offset statique). Mais la complexité est́elev́ee et le rend
inutilisable d̀es lors que le nombre de tâches du système devient important. Ils en déduisent
donc un test approché et une borne supérieure moins côuteuse en terme d’opérations rendant
ainsi le test utilisable.

A.2.1. Calcul exact du temps de réponse

Le temps de ŕeponse de chaque tâche doit̂etre calcuĺe ind́ependamment des autres. Soitτa,b,
la tâche dont le pire temps de réponse exact vâetre calcuĺe. Pour d́eterminer le pire temps de
réponse, nous devonsétudier la ṕeriode d’activit́e de la t̂acheτa,b.

Définition 28 Une ṕeriode d’activit́e deτa,b est un intervalle de temps pendant lequel le
processeur reste constamment occupé à ex́ecuterτa,b et des t̂achesà plus haute priorit́e.

Pour d́eterminer le pire temps de réponse de la tâcheτa,b, nous devons construire un instant
critiquetc.

Définition 29 Un instant critique d́efinit l’instant de d́ebut d’une ṕeriode d’activit́e.

L’instant critiquetc à construire doit correspondre au début de la pire (plus longue) période
d’activité deτa,b. A noter que pour simplifier les calculs et sans perte de géńeralit́e, nous
posonstc = 0. Les t̂aches de chaque transaction ne sont pas toutes indépendantes. Ces
relations sont représent́ees par les offsets. A cause des offsets,à l’instant critique, toutes les
tâches plus prioritaires queτa,b ne peuvent pas simultanément s’activer puisque les arrivées
des t̂aches sont d́ecaĺees. La construction de cet instant critique signifie qu’à l’instanttc une
tâche de chaque transaction et de priorité suṕerieure oúegaleà celle deτa,b s’active.

Pour d́eterminer le pire temps de réponse de la tâcheτa,b, il faut connâıtre la pire contribution
de chaque transactionΓi dans le calcul du pire temps de réponse de la tâcheτa,b.

PALENCIA et GONZALEZ HARBOUR ont d́emontŕe que la pire contribution d’une transaction
Γi survient quand une tâche de la transaction s’active après son d́elai d’attente correspondant
à la gigue d’activatioǹa l’instant critiquetc. Ainsi, pour chaque transaction, notonsτi,k,
la tâche dont la première apparition dans la période d’activit́e deτa,b cöıncide avec l’instant
critique (apr̀es avoir subi un d́elai d’attente correspondantà sa gigue et son offset maximum).
À noter que la priorit́e deτi,k est suṕerieureà celle deτa,b car pendant une période d’activit́e
deτa,b, seule la t̂acheτa,b et les t̂aches plus prioritaires peuvent s’exécuter.
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La variableϕi,j,k définit la différence de temps entre la première date d’activation d’une
reqûete dans la ṕeriode d’activit́e et l’instant critique ǵeńeŕe par la t̂acheτi,k. Sa valeur est :

ϕi,j,k = Ti − ((Φi,k mod Ti) + Ji,k − (Φi,j mod Ti)) mod Ti

La contribution de la transactionΓi (dont la t̂acheτi,k s’activeà l’instanttc) dans le calcul
du pire temps de réponseτa,b pour une ṕeriode d’activit́e de longueurt, est donńee par la
formule suivante :

Wi,k(τa,b, t) =
∑

∀j∈hpi(τa,b)

(⌊
Ji,j + ϕi,j,k

Ti

⌋
+

⌈
t− ϕi,j,k

Ti

⌉)
Ci,j (A.1)

et hpi(τa,b) étant l’ensemble des tâches deΓi qui ont une priorit́e plusélev́ee que celle de
τa,b.

Pour obtenir le pire temps de réponse, il faut pour chaque transactionΓi du syst̀eme, recher-
cher la t̂acheτi,k qui, arrivant dans le systèmeà l’instant critique, maximisera la contribution
de la transactionΓi dans le pire temps de réponse deτa,b (cf. formule A.1). Notonsν(i),
l’indice k de la t̂ache de la transactionΓi arrivantà l’instant critique.

Définition 30 Notons parν = (ν(1), ν(2), . . . ), une combinaison possible telle que pour
chaque transactionΓi, la tâcheτi,ν(i) s’activeà critiquetc.

Pour obtenir le pire temps de réponse exact de chaque tâche, il faut essayer toutes les com-
binaisons possiblesν et conserver la combinaison menant au pire temps de réponse. Par
conśequent, si nous notonsNi(τa,b), le cardinal dehpi(τa,b), et si nous n’oublions pas de
vérifier le cas òu τa,b arrive elle-m̂emeà l’instant critiquetc alors l’ensemble de toutes les
combinaisons possibles (ou scénarios possibles) est :

Nν(τa,b) = (Na(τa,b) + 1) N1(τa,b) N2(τa,b) . . .

= (Na(τa,b) + 1)
∏
∀i6=a

Ni(τa,b)

Plusieurs reqûetes de la t̂acheτa,b peuvent se ŕeveiller et s’ex́ecuter pendant la période d’ac-
tivit é. Ainsi, nous nuḿerotons les reqûetes de la t̂acheτa,b qui s’ex́ecutent pendant la période
d’activité, en utilisant la lettrep et par ordre croissant de leur date d’activation. La première
activation apr̀es l’instant critique (dans l’intervalle[0, Ta]) est not́eep = 1. Et les autres
activations sont nuḿerot́ees en conśequence. C’est-à-dire que l’activation ayant lieu dans
l’intervalle (Ti, 2Ti] estp = 2 ainsi de suite par celles qui suivent. Dans l’intervalle(−Ti, 0],
c’est l’apparitionp = −1 et de m̂eme pour les pŕećedentes.
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Pour chaque combinaisonν et chaque reqûetep de la t̂acheτa,b susceptible d’̂etre pŕesente
dans la ṕeriode d’activit́e, nous devons calculer sa date de fin d’exécution :

wν
a,b(p) = Ba,b + (p− pν

0,a,b + 1)Ca,b +
∑
∀i

Wi,ν(i)

(
τa,b, w

ν
a,b(p)

)

où pν
0,a,b désigne le plus petit indicep de la reqûete deτa,b qui est susceptible de s’exécuter

pendant la ṕeriode d’activit́e et qui vaut :

pν
0,a,b = −

⌊
Ja,b + ϕa,b,ν(a)

Ta

⌋
+ 1

La longueur de la ṕeriode d’activit́e est :

Lν
a,b = Ba,b +

(⌈
Lν

a,b − ϕa,b,ν(a)

Ta

⌉
− pν

0,a,b + 1

)
Ca,b +

∑
∀i

Wi,ν(i)

(
τa,b, L

ν
a,b

)

En conśequence, le plus grand indicep des reqûetes deτa,b qui doit être pris en compte s’en
déduit :

P ν
L,a,b =

⌈
Lν

a,b(p)− ϕa,b,ν(a)

Ta

⌉

Le temps de ŕeponse de la requêtep deτa,b est :

Rν
a,b(p) = wν

a,b(p)− ϕa,b,ν(a) − (p− 1)Ta + Φa,b

Et pour avoir le pire temps de réponse, il faut prendre la valeur maximum sur l’ensemble des
reqûetesp et sur l’ensemble des combinaisons ce qui donne la formule finale du pire temps
de ŕeponse de la tâcheτa,b :

Ra,b = max
∀ν

[
max

p=P ν
0,a,b...P

ν
L,a,b

(
Rν

a,b(p)
)]

Pour finir,à chaque t̂ache du système il faut appliquer cette formule et vérifier que la valeur
obtenue est inf́erieureà l’éch́eance relative. Cette ḿethode, avec le nombre de calculs qu’elle
suscite, est exponentielle et est par conséquent peu utilisable. La solution est donc de calculer
une borne suṕerieure la plus pŕecise possible mais en limitant le nombre de calculs.
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A.2.2. Une borne suṕerieure du temps de réponse

Afin d’en diminuer la complexit́e, PALENCIA et GONZALEZ HARBOUR ont commenće par
diminuer la complexit́e des calculs des contributions de chaque transaction dans le calcul du
pire temps de ŕeponse, en rendant le calcul de chaque transaction indépendant des autres tran-
sactions. Ce calcul ne sera plus exact mais deviendra une borne supérieure des interférences
duesà une transactionΓi sur le temps de réponse de la tâcheτa,b.

Au lieu de parcourir l’ensemble des combinaisons possibles, une solution est de prendre pour
chaque transaction la tâcheτi,k qui donnera la plus importante interférence ou en terme de
calculs, la plus grande valeurWi,k. Ce qui donne pour borne supérieure des interférences :

W ∗
i (τa,b, t) = max

∀τi,k∈hpi(τa,b)
Wi,k(τa,b, t)

où t désigne la longueur de la période d’activit́e.

Pouréviter d’introduire trop de pessimisme, cette solution est utilisée pour toutes les tran-
sactions sauf celle contenant la tâche dont le pire temps de réponse doit̂etre calcuĺe.

Le pire temps de réponse de la requêtep de τa,b si l’instant critique est introduit pour la
transactionΓa par la t̂acheτa,c est :

wa,b,c(p) = Ba,b + (p− p0,a,b,c + 1)Ca,b

+Wa,c (τa,b, wa,b,c(p))

+
∑
∀i6=a

W ∗
i (τa,b, wa,b,c(p))

Le param̀etre p0,a,b,c qui correspond̀a l’index de la premìere reqûete de la t̂acheτa,b qui
s’active pendant la ṕeriode d’activit́e est :

p0,a,b,c = −
⌊

Ja,b + ϕa,b,c

Ta

⌋
+ 1

La borne suṕerieure de la longueur de la période d’activit́e est :

La,b,c = Ba,b +

(⌈
La,b,c − ϕa,b,c

Ta

⌉
− p0,a,b,c + 1

)
Ca,b

+Wa,c (τa,b, wa,b,c(p))

+
∑
∀i6=a

W ∗
i (τa,b, La,b,c)
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et le plus grand indice des requêtes deτa,b qui s’active dans la ṕeriode d’activit́e :

pL,a,b,c =

⌈
La,b,c − ϕa,b,c

Ta

⌉

La borne suṕerieure du temps de réponse de la requêtep deτa,b est :

Ra,b,c(p) = wa,b,c(p)− ϕa,b,c) − (p− 1)Ta + Φa,b

Et ainsi, la borne suṕerieure du pire temps de réponse d’une tâcheτa,b est :

Ra,b = max
∀c∈hpa(τa,b)∪b

[
max

p=P0,a,b,c..PL,a,b,c

(Ra,b,c(p))

]
(A.2)

Enfin, pour savoir si une configuration de tâches est ordonnançable, il faut calculer pour
toutes les t̂achesτa,b la borne suṕerieure du pire temps de réponseRa,b et vérifier que cette
borne est bien inf́erieureà sonéch́eance relativèa sa date de réveil,Da,b.

A.3. Les tâchesà suspension et offsets dynamiques

Les offsets dynamiques sont utilisés pour la gestion des systèmes comprenant des tâches̀a
suspension et pour les systèmes distribúes. L’idée pour ǵerer les t̂aches̀a suspension est de
décomposer ces tâches en plusieurs petites tâches ind́ependantes. En fait, le processus est
le même que celui de KIM et al. présent́e dans le paragraphe 5.2.4. Pour chaque tâcheà
suspensionτi, deux t̂achesτi,1 et τi,2 (une par bloc d’ex́ecution) sont ǵeńeŕees et regrouṕees
en une transaction : elles héritent de la t̂ache initiale la date d’activation et la période. En
plus de ces caractéristiques,̀a chaque t̂ache est ajouté un offset (pour permettre le décalage
d’exécution entre les deux tâches et ainsi conserver les propriét́es des t̂aches̀a suspension) :

– à la t̂acheτi,1, un offset nul car il n’y a pas de relation de préćedence. AinsiΦi,1 = 0 ;

– pour d́eterminer l’offset de la t̂acheτi,2, deux param̀etres sont̀a consid́erer : le temps de
réponse de la tâcheτi,1 qui varie entre son meilleur temps de réponse, noté Rb

i,1 et son pire
temps de ŕeponse not́eRi,1 et la duŕee de suspension deτi. PALENCIA et GONZALEZ HAR-
BOUR ne consid̀erent pas seulement une borne supérieure de la suspension maiségalement
une borne inf́erieure. Cette borne inférieure se noteXi,min. Ainsi, l’offset de la t̂ache ǵeńeŕee
τi,2 est comprise dans l’intervalle :

Φi,2 ∈ [Rb
i,1 + Xi,min, Ri,1 + Xi] (A.3)

PosonsΦi,2,min = Rb
i,1 + Xi,min etΦi,2,max = Ri,1 + Xi.
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Ainsi, le probl̀eme d’ordonnançabilité de t̂aches̀a suspension revientà transformer les tâches
à suspension en tâches ind́ependantes, avec gigue sur activation et soumisesà des offsets
dynamiques. Mais pour résoudre ce problème, PALENCIA et GONZALEZ HARBOUR trans-
forment les t̂achesà offset dynamique en tâches avec offset statique. En effet, l’offset des
tâchesτi,1 est nul donc il est statique. De plus,à chaque t̂acheτi,2 est attribúe un offset sta-
tiqueégalà la valeur minimum de l’offset dynamique et il ajoute au délai de gigue d’activa-
tion, le temps supplémentaire d’attente subi par la tâcheτi,2 pour son offset. Par conséquent,
chaque t̂acheτi,2 est transforḿee en une t̂acheτ

′
i,2 à offset statique :

Φ
′

i,2 = Φi,2,min = Rb
i,1 + Xi,min

J
′

i,2 = Ji + Φi,2,max − Φi,2,min = Ji + Ri,1 −Rb
i,1 + Xi −Xi,min

Pour la valeur deRb
i,1, des ḿethodes de calcul du meilleur temps de réponse existent [GUT 98].

Cependant, dans les systèmes̀a offset dynamique, les valeurs deΦi,2,min etΦi,2,max dépendent
du temps de ŕeponse de la tâche qui la pŕec̀edeτi,1, qui d́ependà son tour de la valeur des
offsets. Ce problème est similairèa celui des systèmes distribúes, òu la valeur des gigues sur
activation d́epend des temps de réponse des tâches qui elles-m̂emes d́ependent des valeurs
des gigues sur activation. La solution présent́ee dans [TIN 94], consistèa prendre au d́epart
des temps de réponse nuls et ensuiteà itérer en utilisant les formules A.2 et A.3. L’itération
s’arr̂ete au rangn auquelR(n+1)

i,j = R
(n)
i,j .
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Annexe B

La méthode de PALENCIA pourEDF, baśe sur le calcul du
pire temps de ŕeponse [PAL 03]

La méthode d’analyse utiliśee par PALENCIA et GONZALEZ HARBOUR pour d́eterminer,
si une configuration de tâches est ordonnançable sousEDF, est semblablèa celle qu’ils ont
utilisée dans [PAL 98] et qui áet́e pŕesent́ee dans l’annexe A. En effet, pour calculer le pire
temps de ŕeponse d’une tâche, cette ḿethode analyse sa plus longue période d’activit́e. La
plus longue ṕeriode d’activit́e d́emarre par un instant critiquetc et pour faciliter les calculs,
nous supposonstc = 0.

Le mod̀ele de t̂ache (c.-̀a-d. transaction de tâches) est le m̂eme que celui présent́e dans le
paragraphe A.1.1.

Soit τa,b, la tâche dont nous calculons le pire temps de réponse. Cettéetude s’int́eresse en
premier aux offsets statiques puis aux offsets dynamiques. Enfin, l’extension au cas de tâches
à suspension sera finalement décrite.

B.1. Offsets statiques

La premìereétape consistèa évaluer la contribution de chaque transactionΓi dans le calcul
du pire temps de réponse deτa,b. Nous savons que cette contribution est au maximum quand
la premìere activation d’une tâcheτi,k de Γi à l’intérieur de la ṕeriode d’activit́e cöıncide
avec le d́ebut de celle-ci, après avoir subi le d́elai maximum de gigueJi,k. Pour la suite,
chaque transactionΓi poss̀ede sa t̂acheτi,k avec les propríet́es pŕećedentes.

B.1.1. Calcul exact du temps de réponse

ϕi,j,k repŕesente la durée entre l’instant critique, instant auquelτi,k fait sa premìere apparition
dans la ṕeriode d’activit́e et la premìere apparition d’une requête deτi,j dans la ṕeriode
d’activité :

ϕi,j,k = Ti − (Φi,k + Ji,k − Φi,j)modTi
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La pire contribution d’une t̂acheτi,j de la transactionΓi, au pire temps de réponse de la
tâcheτa,b, dépendégalement de l’́ech́eance relative de la tâcheτa,b car l’algorithmeétudíe
est EDF qui prend ses d́ecisions d’ordonnancement en fonction de l’éch́eance des tâches.
Ainsi, la pire contribution d’une tâcheτi,j de la transactionΓi quand l’activation deτi,k, dans
une ṕeriode d’activit́e de longueurt, cöıncide avec le d́ebut de la ṕeriode d’activit́e est :

Wi,j,k(t,Da,b) =
(⌊

Ji,j+ϕi,j,k

Ti

⌋
+ min

(⌈
t−ϕi,j,k

Ti

⌉
,
⌊

Da,b−ϕi,j,k−Di,j

Ti

⌋
+ 1
))

0
Ci,j

où (x)0 signifie que six est ńegatif alors la valeur est0.

La contribution d’une transactionΓi dans une ṕeriode d’activit́e de longueurt est la somme
des contributions des tâches qui la composent :

Wi,k(t,Da,b) =
∑

τi,j∈Γi

Wi,j,k(t,Da,b)

Pour calculer le pire temps de réponse de chaque tâcheτa,b, nous devons (comme dans le
paragraphe A.2) calculer la contribution de chacune des transactions. De plus, le choix de
la tâche qui pour chaque transaction, commence la période d’activit́e, influence le temps
de ŕeponse. Ainsi, l’ensemble de toutes les combinaisons possibles sur le choix des tâches
s’activantà l’instant critique pour chaque transaction doitêtre exploŕe. Mais ce nombre de
combinaisons possibles est très important, trop important pour que ce test soit utilisable.
Ainsi comme pŕećedemment, un test approché, moins côuteux en calculs est mis en place.

B.1.2. Approximation de la limite suṕerieure du temps de réponse

Comme dans la technique d’analyse abordée au paragraphe A.2.2, nous utiliserons une
méthode d’approximation qui nous permettra d’obtenir une limite supérieure avec un mi-
nimum d’oṕerations et de scénarios̀a vérifier.

Pour faire un calcul exact des contributions des différentes transactions, nous devons trou-
ver chaque t̂acheτi,k de chaque transactionΓi dont la premìere activation dans la période
d’activité correspond̀a l’instant tc et qui m̀enera au pire temps de réponse. Mais ces cal-
culs sont nombreux donc trop coûteux. Pour simplifier ces calculs, nous prendrons comme
borne suṕerieure, le maximum des interférences causées par chaque transactionΓi (indépen-
damment des autres transactions) en considérant tourà tour chaque tâche de la transaction
comme celle s’activant̀a l’instant critique :

W ∗
i = max (Wi,k(t,Da,b)) , ∀τi,k ∈ Γi
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Pour minimiser le pessimisme, nous n’appliquerons la formule B.1 qu’aux transactions dif-
férentes de celles auxquelles appartient la tâche dont nous calculons le temps de réponse
maximum, c’est-̀a-direΓa. Pour cette dernière la formule B.1 reste appliquée.

Nous allons nuḿeroter avecp, les différentes activations deτa,b. p = 1 est la premìere
activation apr̀es le d́ebut de la ṕeriode d’activit́e et donc qui appartientà l’intervalle [tc =
0, Ti]. L’activation, ayant lieu dans l’intervalle[Ti, 2Ti], estp = 2 ainsi de suite pour les
autres qui suivent. Dans l’intervalle[−Ti, 0], c’est l’apparitionp = −1 et de m̂eme pour les
préćedentes.

La date limite de fin d’ex́ecution de la reqûetep deτi,j devientϕi,j,k +(p−1)Ti +Di,j. Ainsi,
la premìere activation d’une requêtep d’une t̂acheτi,j dans la ṕeriode d’activit́e correspond
à l’index :

p0,i,j,k = −
⌊

Ji,j + ϕi,j,k

Ti

⌋
+ 1

et la dernìere :

pL,i,j,k =

⌈
L− ϕi,j,k

Ti

⌉

où L est la longueur de la période d’activit́e.

Si nous notonsΨ, l’ensemble des instants de la période d’activit́e òu la date de fin d’ex́ecution
d’une reqûete deτa,b cöıncide avec celle d’une autre requête. AlorsΨ vaut :

Ψ =
⋃

i=1..n

⋃
∀τi,j∈Γi

⋃
∀τi,k∈Γi

⋃
∀p=p0,i,j,k..pL,i,j,k

ϕi,j,k + (p− 1)Ti + Di,j

SupposonsA, l’instant auquel est arriv́ee la premìere reqûete deτa,b dans la ṕeriode d’acti-
vité. Alors, la date de fin d’ex́ecution de lapieme reqûete deτa,b est not́eewA

a,b,c(p).

wA
a,b,c(p) = Ba,b + (p− p0,a,b,c + 1)Ca,b

+ Wa,c

(
wA

a,b,c(p), DA
a,b,c(p)

)
+
∑
∀i6=a

W ∗
i

(
wA

a,b,c(p), DA
a,b,c(p)

)
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Où DA
a,b,c(p) est la date de fin d’ex́ecution correspondantà la reqûetep arrivantà l’instantA :

DA
a,b,c(p) = A + ϕa,b,c + (p− 1)Ta + Da,b

Le pire temps de réponse de lapieme reqûete de laτa,b est :

RA
a,b,c(p) = wA

a,b,c(p)− A− ϕa,b,c(p− 1)Ta + Φa,b

Pour chaque requêtep, il suffit juste de v́erifier les valeurs deA comprises entre0 etTa. Car
si A est plus grand queTa alors cela signifie que c’est une autre valeur dep. Ce qui permet
de ŕeduireΨ à :

Ψ∗ = {Ψx ∈ Ψ | ϕa,b,c + (p− 1)Ta + Da,b ≤ Φx < ϕa,b,c + pTa + Da,b} (B.1)

Nous obtenons pour la longueur de la période d’activit́e :

La,b,c = Wa,c (La,b,c,∞) +
∑
∀i6=a

W ∗
i (La,b,c,∞)

Et finalement, nous obtenons pour le pire temps de réponse deτa,b :

Ra,b = maxp

(
RA

a,b,c(p)
)
∀p = p0,i,j,k . . .

⌈
L−ϕi,j,k

Ti

⌉
, ∀c ∈ Γa, ∀A ∈ Ψ∗ (B.2)

B.2. Syst̀emes de t̂achesà suspension

Nous ŕeutilisons la m̂eme ḿethode de transformation du problème de t̂aches̀a suspension en
un probl̀eme de t̂aches avecoffsetet gigue sur activation que dans le paragraphe A.3.
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Annexe C

Test d’ordonnançabilité baśe sur le calcul du facteur
d’utilisation [DEV 03]

DEVI base ses travaux sur ceux de LIU [LIU 00a] présent́es dans le paragraphe 5.2.6. Il
reprend les ŕesultats de LIU qui évalueàmin(Xk, Ck) le délai suppĺementaire infliǵe par une
tâcheτk sur les t̂aches moins prioritaires. Mais l’algorithme d’ordonnancementétantEDF, il
faut adapter ce test basé sur les algorithmes̀a priorit́e fixeà EDF.

La différence notable par rapport aux algorithmesà priorit́e fixe, est que pour l’algorithme
EDF, les priorit́es des t̂aches varient d’une requête à une autre. Ainsi, une tâche peut, au
travers de ses différentes reqûetes, bloquer de par sa suspension n’importe quelle autre tâche,
ce qui n’est pas le cas pour les algorithmesà priorit́e fixe. Le retard supplémentaire subi par
une reqûete de la t̂acheτj et d̂u à la suspension des autres tâches de la configuration estégal
à :

sj =
∑

i≤j≤n ∧ i6=j

min(Xi, Ci) + Xj

Posons :

Sk =
k∑

i=1

min(Xi, Ci) (C.1)

S ′k = max
1≤i≤k

(max(0, Xi − Ci)) . (C.2)

Remarque 24 Soit I une configuration den tâchesà suspension. Le retard maximum que
subit une reqûete d’une t̂ache deI dû à l’ensemble des suspensions des tâches de la configu-
ration I est majoŕe parSn + S ′n (c.-à-d.sj ≤ Sn + S ′n, ∀j ∈ {1, . . . , n} ).

Le théor̀eme suivant pŕesente un test d’ordonnançabilité pour les t̂aches̀a suspension.
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Theorème 30 SoitI, une configuration den tâches̀a suspension. Les tâches sont ṕeriodiques,
non à départ simultańe et pŕeemptibles. Les tâches sont ordonńees par ordre croissant de
l’ éch́eance relative des tâches (c.-̀a-d. i < j implique queDi ≤ Dj). Alors la configuration
est ordonnançable par l’algorithmeEDF si :

∀k : 1 ≤ k ≤ n,
Sk + S ′k

Dk

+
k∑

i=1

Ci

Ti

+
1

Dk

k∑
i=1

(
Ti −min(Ti, Di)

Ti

.Ci

)
≤ 1 (C.3)

où Sk (respectivementS ′k) se calcule par la formule [C.1] (respectivement [C.2]).

Exemple 25 Exemple d’application de la ḿethode deDEVI sur la configuration de t̂aches̀a
suspensionI. Le tableau C.1 pŕesente le test d’ordonnançabilité deDEVI. Pour d́eterminer
l’ordonnançabilit́e de la configuration, il faut calculer au préalable les valeurs deSk et S ′k
pour k ∈ {1, 2, 3}. Puis nous calculons la valeur de la formule C.3 pour chaquek. La
formule C.3étant v́erifiée pour toutk alors la configuration est ordonnançable.

k Sk S ′k formule C.3 formule C.3≤ 1?

1 1 0 3
8

oui

2 4 0 3
8

+ 2
10

oui

3 6 0 3
8

+ 2
10

+ 9
80

oui

Tableau C.1.Exemple d’application de la ḿethode deDEVI
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Annexe D

Démonstration de la garantie de performance de l’algorithme
unifié

Nous commençons par donner quelques notations : d’une manière analoguèa la d́emonstra-
tion faite pour d́emontrer la garantie de performance de l’algorithme en-ligneαH∞, théor̀e-
me 29, nous considérons le dernier bloc dans la séquence d’ex́ecution d’une configuration
par l’algorithme unifíe. Par conśequent, soitI une configuration de tâches et soit
S = (Bk, . . . , Bm−1, Bm) le dernier bloc de la śequence d’ex́ecution de l’algorithme unifíe
pour l’ordonnancement deI (Bk étant le dernier lot ŕegulier de la śequence d’ordonnance-
ment etBm, le dernier lot de la śequence d’ex́ecution) (comme le représente la figure 12.4),
page 176. Calculons d’abord la longueur d’ordonnancement obtenue avec l’algorithme unifié,
et not́eeσAlgU :

Theorème 31 La longueur d’ordonnancement obtenue avec l’algorithme unifié est desm +
C(m).

Démonstration :

CommeBm est le dernier lot de la séquence d’ex́ecution, il est alors clair que la longueur
d’ordonnancement estégaleà la date de d́ebut d’ex́ecution du lotBm (sm) plus sa longueur
d’exécutionC(m) :

σAlgU = sm + C(m)

�

Avant de d́eterminer la longueur d’ordonnancement de l’algorithme optimal, démontrons les
résultats des trois lemmes suivants :
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Lemme 9 Pour touti, aveck ≤ i ≤ m la propriét́e suivante est v́erifiée :

si ≥ αC(i)

Démonstration :

Pour d́emontrer ce lemme, il suffit de remarquer que l’exécution de chaque lotBi (k ≤ i ≤
m−) commence après le d́elai d’attente de longueur minimaleαC(i), ce qui nous permet de
conclure :

si ≥ αC(i)

�

Lemme 10 Pour touti, aveck ≤ i ≤ m− 1 la propriét́e suivante est v́erifiée :

r(i+1) ≥ αsi

Démonstration :

L’ensemble des tâches du lotBi+1 aveck ≤ i ≤ m − 1 est arriv́e apr̀es le lancement de
l’exécution du lotBi sinon il serait ex́ecut́e dans le lotBi. En particulier c’est vrai pour la
tâcheτ(i+1), d’où le ŕesultat.

�

Lemme 11 Pour le lotBk,

sk ≥ (1 + α)r(k) + αC(k)

Démonstration :

Le lot Bk est ŕegulier, il aét́e ordonnanće justeà la fin de son d́elai d’attente. Or ce d́elai est
inférieurà (1 + α)r(k) + αC(k), d’où le ŕesultat.

�
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Theorème 32 Si le dernier bloc de la śequence d’ex́ecution par l’algorithme unifíe s’́ecrit
S = (Bk, . . . , Bm−1, Bm) alors la longueur d’ordonnancement obtenue par l’algorithme
optimal, not́eeσ∗(S) est deσ∗(S) ≥ α(sm + C(m)).

Démonstration :

La preuve de ce th́eor̀eme se fait par induction sur le nombre de lots composant le der-
nier bloc dans la śequence d’ex́ecution par l’algorithme unifíe. Le dernier bloc s’écrit :
(Bk, . . . , Bm−1, Bm).

Supposons qu’il n’y ait qu’un seul lot dans le dernier bloc :k = m, S = (Bm). Dans ce cas,
l’algorithme optimal doit ordonnancer toutes les tâches de la configuration et en particulier
la tâcheτ(m) (tâche ayant le plus grand temps processeur etétant ordonnanćee dans le lot
Bm). Dans ce cas :

σ∗(S) ≥ r(m) + C(m)

≥ α(1 + α)(r(m) + C(m))

≥ α((1 + α)r(m) + C(m) + αC(m))

≥ α(sm + C(m))

Cette ińegalit́e est obtenue en utilisant le lemme 11 aveck = m.

Nous supposons maintenant que si le dernier bloc est constitué des lots :
S ′ = (Bl, . . . , Bm−1, Bm) avecl > k et si les lots de ce bloc vérifient les lemmes 9, 10
et 11 alorsσ∗(S ′) ≥ α(sm + C(m)). Maintenant, montrons queσ∗(S) ≥ α(sm + C(m)) où
S = (Bk, . . . , Bm−1, Bm). Trois cas sont̀a étudier :

Premier cas : Il existej tel quek + 1 ≤ j ≤ m etC(j−1) ≤ C(j).
SoitS ′ = (Bj, . . . , Bm) et nous montrons que les lots du blocS ′ vérifient les lemmes 9,
10 et 11. Pour les lemmes 9 et 10, c’est une conséquence de la conception du blocS.
Pour le lemme 11, il suffit d’observer que le lotBj est retard́e donc, en utilisant la
propríet́e 5 :

sj ≥ sj−1 + C(j−1)

≥ sj−1 + α(C(j−1) + αC(j−1))

Maintenant, en utilisant le fait queC(j−1) ≤ C(j) et le lemme 9, nous obtenons :

sj ≥ sj−1 + α(C(j) + sj−1)

≥ (1 + α)r(j) + αC(j)

La dernìere ligne est́etablie en utilisant le lemme 10.

Ainsi, les lemmes 9, 10 et 11 sont vérifiés pourS ′ et donc par induction,
σ∗(S ′) ≥ α(sm + C(m)). Or σ∗(S) ≥ σ∗(S) ≥ α(sm + C(m)).
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Second cas : Les temps processeurs des tâches, les plus longues de chaque lot, satisfont :
C(k) > · · · > C(m) et il existej tel quek ≤ j < m et la t̂acheτ(m) est ordonnanćee
par l’algorithme optimal dans le m̂eme lot que la t̂acheτ(j).
Alors, apr̀es l’activation de la t̂acheτ(m) (à l’instantr(m)), un lot aét́e lanće par l’algo-
rithme optimal et de longueur au moinsC(j). Ainsi, en utilisant le ŕesultat du lemme 10,

σ∗(S) ≥ r(m) + C(j)

≥ sm−1 + C(j)

≥ αsm−1 + (1− α)sm−1 + C(j)

Maintenant, en utilisant le lemme 9, le fait queC(j) ≥ C(m−1) et finalement la pro-
priét́e 5 nous obtenons :

σ∗(S) ≥ αsm−1 + (1− α)αC(m−1) + C(m−1)

≥ αsm−1 + 2C(m−1)

Enfin, comme le lotBm est retard́e,sm = sm−1 + C(m−1) et comme
C(m−1) > C(m), donc :

σ∗(S) ≥ α(sm + C(m))

Troisi ème cas : Les temps processeurs des tâches, les plus longues de chaque lot, satisfont :
C(k) > · · · > C(m) et la t̂acheτ(m) n’est pas ordonnancée par l’algorithme optimal avec
une autre t̂ache des lotsBj aveck ≤ j ≤ m− 1.

D’après le lemme 10,r(m) est suṕerieureà sm−1. Donc dans l’ordonnancement ob-
tenu par l’algorithme optimal et d’après l’hypoth̀ese de d́epart, il faut ordonnancer
les t̂aches des lotsBk, . . . , Bm−1 puis un lot avec la t̂acheτ(m). Ainsi, si nous no-
tonsS ′ = (Bk, . . . , Bm−1) alorsσ∗(S) ≥ σ∗(S ′) + C(m). À noter que les lots du
bloc S ′ vérifient les lemmes 9, 10 et 11 par construction deS donc par induction,
σ∗(S ′) ≥ α(sm−1 + C(m−1)). Et en utilisant le fait que le lotBm est en retard,

σ∗(S) ≥ α(sm−1 + C(m−1)) + C(m)

≥ αsm + C(m)

≥ α(sm + C(m))

En conclusion, la longueur d’ordonnancement obtenue par l’algorithme optimal est de
σ∗(S) ≥ α(sm + C(m)) si le dernier bloc de la séquence d’ex́ecution par l’algorithme unifíe
s’écritS = (Bk, . . . , Bm−1, Bm).

Theorème 33 La garantie de performance de l’algorithme unifié, pour le probl̀eme d’or-
donnancement1|p− batch, ri, b =∞|Cmax est de1+

√
5

2
.
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Démonstration : Cette d́emonstration se base sur les résultats des th́eor̀emes 31 et 32.
Ainsi, soit I une configuration de tâches etS = (Bk, . . . , Bm−1, Bm) le dernier bloc dans
l’ordonnancement obtenu par l’algorithme unifié. Alors, la performance de l’algorithme
unifié pour l’ordonnancement deI est égaleà : σAlgU(I) = sm + C(m) (cf. théor̀eme 31)
et celle de l’algorithme optimal :σ∗(I) = σ∗(S) ≥ α(sm + C(m))(cf. théor̀eme 31). Par
conśequent, nous obtenons un ratio de compétitivité cAlgU pour l’algorithme unifíe de :

cAlgU = ≥ sup
pour toute configuration I

σAlgU(I)

σ∗(I)

≥ σAlgU(I)

σ∗(I)

≥
sm + C(m)

α(sm + C(m))

≥ 1

α

≥ 1 + α

�
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[BLA 96] BLAZEWICZ J., ECKER K., PESCH E., SCHMIDT G., WEGLARZ J.,Scheduling in Computer and Manufactu-
ring Systems, Springer Verlag, Berlin, 1996.

[BOR 98] BORODIN A., R.EL-YANIV , Online Computation and Competitive analysis, Cambridge University Press, 1998.

[BRI 06] BRIL R., « Existing Worst-Case Response Time Analysis of Real-Time Tasks under Fixed-Priority Scheduling
with Deferred Preemption Refuted», Work-In-Progress Session of the 18th Euromicro Conference on Real-Time Sys-
tems, vol. 1, n˚5–7, p. 1–4, Juillet 2006.

[BRU 98] BRUCKER P., GLADKY A., HOOGOVEENH., KOVALYOV M., POTTS C., TAUTENHAHN T., VANDEVELDE

S.,« Scheduling a batching machine», Journal of Scheduling, vol. 1, n˚1, p. 31-58, 1998.

[BRU 01] BRUCKER P.,Scheduling Algorithms, (Third edition) Springer Verlag, 2001.

[BUR 95] BURNS A., « Preemptive Priority-Based Scheduling : An Appropriate Engineering Approach», in Advances in
Real-Time Systems, S.H. Son, Ed., Prentice Hall, New Jersey, p. 225-248, 1995.
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∼ A ∼

Analyse de comṕetitivit é : technique d’analyse et d’évaluation des algorithmes en-ligne
dans leur pire cas d’exécution.

Algorithme d’ordonnancement : algorithme qui organise l’ex́ecution des t̂aches sur un
porcesseur en veillantàce qu’elles respectent leurs contraintes temporelles tout en optimi-
santéventuellement certains critères.

Algorithme d’ordonnancement à priorit és dynamiques :algorithme quià chaque ins-
tant peut modifier son allocation de priorités aux t̂aches.

Algorithme d’ordonnancement à priorit és fixes pour les reqûetes :algorithme qui al-
loue une unique priorité pour toute la durée de l’ordonnancement d’une requête.

Algorithme d’ordonnancement à priorit és fixes pour les t̂aches :algorithme qui choi-
sit une unique priorit́e par t̂ache pour tout l’ordonnancement.

Algorithme d’ordonnancement clairvoyant : algorithme qui connâıt les caract́eristiques
de toutes les tâches̀a venir.

Algorithme d’ordonnancement conservatif :algorithme qui ex́ecute une t̂ache d̀es qu’elle
est disponible et que le processeur est inoccupé.

Algorithme d’ordonnancement déterministe : algorithme qui prend ses décisions d’or-
donnancement sans aléatoire.

Algorithme d’ordonnancement en-ligne : algorithme qui ne connaı̂t à chaque instant de
l’ordonnancement que l’ensemble des tâches qui sont d́ejà arriv́ees.

Algorithme d’ordonnancement hors-ligne :algorithme qui connâıt les caract́eristiques de
toutes les t̂aches avant m̂eme de commencer l’ordonnancement.
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Algorithme d’ordonnancement optimal : un algorithme est optimal pour un problème
d’ordonnancement, si toute instance du problème qui est ordonnançable par un algorithme
alors elle l’est aussi par cet algorithme et in versement.

Algorithme d’ordonnancement randomisé : un algorithme est dit randomisé si ses choix
d’ordonnancement sont conduits tout ou partie par un choix aléatoire.

Anomalie d’ordonnancement :une anomalie survient dès lors que diminuer la durée d’ex́ecution
d’une t̂ache peut augmenter le temps de réponse de la tâche ou d’une autre.

Architecture logicielle : elle est compośee d’un ex́ecutif temps ŕeel et du programmèa
exécuter sur l’ex́ecutif (repŕesent́e par un ensemble de tâches).

Architecture matérielle : composants physiques sur lesquelles l’application s’appuie.

∼ C ∼

Configuration de tâches :ensemble de tâches̀a ordonnancer.

Contrainte de préćedence :une contrainte d’ex́ecution existe entre la tâcheτi et la t̂acheτj

si la t̂acheτj doit attendre la fin d’ex́ecution de la t̂acheτi pour s’ex́ecuter.

∼ D ∼

Date d’activation (d’une tâche) : instant de ŕeveil de la t̂ache dans le système

Délai de suspension (d’une t̂ache) : duŕee de suspension d’une tâche au court de son
exécution.

Demande processeur (Analyse) :calcul de l’occupation du processeur sur des intervalles
d’exécution.

Durée d’ex́ecution (d’une tâche) : temps que la t̂ache doit passer̀a s’ex́ecuter sur le pro-
cesseur.

Deadline Monotonic (DM) : algorithme d’ordonnancement en-ligneà priorit́e fixe pour
les t̂aches. La t̂ache la plus prioritaire est celle dont l’éch́eance relative est la plus faible.
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∼ E ∼

Échéance absolue (d’une t̂ache) :dateà laquelle la t̂ache doit avoir fini son ex́ecution

Échéance relative (d’une t̂ache) :duŕee de temps dont dispose la tâche pour s’ex́ecuter.

Earliest Deadline First (EDF) : algorithme d’ordonnancement en-ligneà priorit́e fixe pour
les reqûetes. La plus grande priorité à la t̂ache ayant l’́ech́eance absolue la plus proche.

Exécutif temps réel : architecture logicielle comprenant l’ensemble de toutes les primi-
tives ńecessaires̀a l’exécution des t̂aches ainsi que l’ordonnanceur.

∼ F ∼

Facteur d’utilisation (Analyse) : Calcul, pour une t̂ache, du ratio composé de la duŕee
d’exécution diviśe par la ṕeriode

∼ G ∼

Gigue sur activation : délai entre la date d’activation d’une tâche et l’instant auquel elle est
prêteà être ex́ecut́ee.

∼ H ∼

Hyperpériode : intervalle de temps d’étude d’un ordonnancement.

∼ L ∼

Least Laxity First (LLF) : algorithme d’ordonnancement en-ligneà priorit́es dynamiques
qui à chaque instant donne la plus grande priorité à la t̂ache ayant la laxité dynamique la plus
faible.
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∼ M ∼

Machine à traitement par lot parall èle :machine capable d’exécuter plusieurs tâches dans
un unique lot en parallèle.

Machine à traitement par lot en série : machine ex́ecutant plusieurs tâches dans un unique
lot les unes apr̀es les autres.

∼ O ∼

Ordonnancement :partage du temps processeur entre plusieurs tâches.

∼ P ∼

Période (d’une tâche) :duŕee śeparant deux activations successives d’une tâche temps ŕeel.

∼ R ∼

Rate Monotonic (RM) : algorithme d’ordonnancement en-ligneà priorit́e fixe pour les
tâches. il alloue la plus haute priorité à la t̂ache ayant la plus petite période.

Ratio de comṕetitivit é : c’est la garantie de performance calculée pour un algorithme en-
ligne. C’est l’unique valeur en analyse de compétitivité qui permet de comparer les algo-
rithmes en-ligne.

Requête : la tâcheà chacune de ses activations géǹere une reqûete à ex́ecut́ee (c’est une
copie de la t̂ache).
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∼ S ∼

Séquence d’ex́ecution : c’est l’exécution construit par un algorithme en ordonnançant une
configuration.

Simulation : technique d’́evaluation d’algorithmes en-ligne par l’étude de leur comporte-
ment moyen.

Surcharge du processeur :situation d’ordonnancement qui conduità avoir une duŕee d’ex́ecution
cumuĺee des t̂aches plus grande que le temps processeur restant.

Syst̀eme temps ŕeel : syst̀emes pour lesquels la correction ne dépend pas seulement des
résultats, maiśegalement du temps auquel ils sont fournis.

∼ T ∼

Tâche :entit́e de base des programmes informatiques.

Tâcheà suspension :tâche qui pendant son exécution est suspendue par le processeur pour
qu’elle lance des oṕerations externes.

Tâche aṕeriodique : tâche dont l’activation n’est pas connueà l’avance. Ǵeńeralement ses
contraitnes temporelles si elle en a sont souples.

Tâche ind́ependantes :des t̂aches sont ind́ependantes lorsuq’elles n’ont entre elles aucune
contrainte de pŕećedence.

Tâche ṕeriodique (ou temps ŕeel) : tâche dont l’activation est récurrente ou ṕeriodique.

Tâchesà départ simultané (ou synchrone) :tâches qui ont toutes la m̂eme date d’acti-
vation.

Tâchesà éch́eance sur reqûete : tâches dont l’́ech́eance relative estégaleà la ṕeriode.

Tâche sporadique :tâchesà contraintes strictes et dont les activations successives sont
sépaŕees par un d́elai minimum.

Technique de l’augmentation de ressources :extension de l’analyse de compétitivité qui
consistèa donner plus de ressourcesà l’algorithme en-ligne (plus de processeurs ou des pro-
cesseurs plus puissants) qu’à l’algorithme hors-ligne.
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Temps continu : temps qui est dense ou complet.

Temps de ŕeponse (Analyse) :le temps de ŕeponse d’une tâche est la diff́erence de temps
entre la fin de son exécution et sa date d’activation.

Temps discret :temps correspondantà une succession d’instants.

Test d’ordonnançabilité : algorithme consistant̀a tester, au préalablèa un ordonnancement,
si une configuration est ordonnançable par un algorithme.

Test d’ordonnançabilité approch́e : test baśe sur des estimations plus ou moins fines pour
l’ordonnançabilit́e d’un algorithme. Ces tests sont inexactes mais moins coûteux en calculs
qu’un test exact.

Test d’ordonnançabilité exact : test baśe sur un calcul exact de l’ordonnançabilité d’un
algorithme.

∼ V ∼

Validation : analyse du comportement d’un algorithme en-ligne.
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déterministe, 25
en-ligne, 24, 50
hors-ligne, 24, 50
optimal, 25, 51, 98
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sur reqûete, 48
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