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Résumé— Dans cet article, nous étudions une possibilité de
réduire les problémes de réticences liés & la commande par
modes glissants. Dans cette optique, nous proposons une
maniére de réduire la réticence en utilisant les fonctions sig-
moides, tout en essayant de conserver le caractére robuste
de la commande. Nous étendons ainsi des études déja réali-
sées pour des systémes sans retard.

Mots-clés— commande par modes glissants, systémes li-
néaires a retard, réticence.

I. INTRODUCTION
A. Intérét de l'étude

Les commandes par modes glissants ont été étudiées avec
succes sur les systemes linéaires a retard (pour un bilan, on
pourra se référer par exemple a [1] et [2]).

Si, comme dans le cas non retardé, ces commandes ont
fait leurs preuves quant au niveau de la robustesse, il s’avére
aussi qu’elles présentent les mémes inconvénients que pour
les systemes sans retard, c’est-a-dire avant tout le phéno-
mene de réticence, plus connu sous le nom anglais de chatte-
ring, qui apparait une fois la surface de glissement atteinte.
La commande oscille alors théoriquement & une fréquence
infinie, ce qui peut passablement perturber le systeme par
exemple en excitant des modes non modélisés, dégradant
ainsi les performances du systeme, parfois jusqu’a l'insta-
bilité (cf. [3]).

Dans le cas des systemes sans retards, les études se sont
alors dirigées vers des techniques permettant de réduire
cette réticence, d’abord en essayant d’approcher la fonction
signe par des fonctions de type sigmoide [4], [5] et ensuite en
essayant d’élargir avec les commandes par modes glissants
d’ordres supérieurs [6]. Récemment, un résultat a permis
d’étudier un algorithme d’ordre deux sur un systeéme a re-
tard [7]. A ce jour, les auteurs ne connaissent aucune étude
pour réduire le phénomene de réticence par 1'utilisation de
fonctions sigmoides pour les systemes a retards.

Nous exposerons donc d’abord le cadre général de notre
démarche par la présentation d’une commande classique
pour un systéme linéaire a retard et nous verrons qu’il
est possible de réduire le phénomene de réticence en utili-

sant des fonctions de type sigmoide. Nous donnerons pour
conclure quelques exemples de simulations pour comparer
les performances en terme de robustesse/réticence.

B. Définitions et notations

Les notations seront les suivantes : sign représente la
fonction signe qui, & un réel, associe son signe et qui n’est
pas définie en 0. Par extension, pour x € R"™ de com-
posantes z¢, sign(x) représente le vecteur de coordonnées
sign(z?).

Pour éviter une écriture trop lourde des équations, on
notera x4(t) = z(t — 7) la fonction = retardée de 7 .

On notera C 'ensemble des fonctions continues définies
sur [—7, 0] & valeurs dans R" et C,, 'ensemble des fonctions
¢ de C telles que ||¢|| < a. Pour une fonction ¢ € C, on
notera ||¢|| = sup_,<p<q [l¢(0)|. Pour x € R™, on notera
indifféremment ||z|| ou |x| la norme euclidienne du vecteur
x suivant le cadre de ’étude et un souci de clarté.

Une fonction continue w : [0,a) — [0, 00) est dite de classe
IC si elle est strictement croissante et w(0) = 0. On dira
qu’elle est de classe Ko si a = 00 et w(r) — oo quand
r — 00.
Les fonctions sigmoides sont définies de la maniere sui-
vante :

Definition 1: fonction sigmoide. Pour un € donné, 0 <
€ < 1, une fonction continue o, de ® — R est dite une fonc-
tion e-sigmoide (et on notera la classe d’une telle fonction
par X.) si elle vérifie les relations suivantes, pour z € R :

1. 0e(2)2 >0, 2#£0
2. 5.(0)=0

3. 2] <e=o(2) > (1 —¢) et
|z| > €= |1 —oc(2)sign(z)| < e

Par extension, pour x = (ml,xz,...,x")T un vecteur
de R™, nous noterons aussi o.(x) le vecteur qui a pour

T .

composantes (06(1‘1),0'6(%'2),...,0’6(.13”)) . Pour illustrer,
nous présentons ici quelques exemples de fonctions sig-
moides les plus couramment utilisées dans la littérature :

sate(z),tanh(%),% (V0 < € < 1). Par contre, la
2
2

fonction = arctan(Z) n’est pas une fonction sigmoide. Pour



finir, nous formulons une définition appropriée pour la sta-

bilité pratique dans le cas des systéemes a retards :
Definition 2: stabilité pratique. On considere le systéme

d’équations différentielles fonctionnelles suivant :

{ o(t) T F(t

xto(

ou ¢ € Cy, z(t) € R™ et x; représente la fonction définie
sur Vintervalle [—h, 0] par z+(0) = z(t + 6). Le systeme (1)
sera dit pratiquement stable si pour A donné, il existe A
et T dans RT tel que ||z¢,]| < A implique que |z(t)| < A4,
quelque soit t > T.

II. STABILISATION PRATIQUE D’UN SYSTEME PERTURBE
A RETARD VARIABLE INCONNU

A. Commande classique

Soit le systeme a retard inconnu et éventuellement va-
riable suivant, mis sous la forme réguliere (voir [8], [9]) :

S anw _

(,412 + HA(H) E2)2(t) + Aaraza(t — 7)
z 22 = T2 (Agui(t) + Aazii(t — 7)) + Du(t) + f(t,z1)

z(t) = ¢(t) for t € [—h, 0]

(2

ol z(t) = (x1,22), 1 € R"7, 29 € N". Ayj, Aaij, (i =
1,2,j = 1,2), Ex, (k = 0,1,2) et H sont des matrices
constantes de dimensions appropriées; D est une matrice
réguliere r x r, la matrice A est une matrice variable dans
le temps représentant les éventuelles incertitudes, u € R"
est la commande, 7 représente un retard variant et borné
(0 < 7(t) < h, ¥t > 0) et ¢ est une fonction continue
par morceau définie sur [—h, 0] représentant la condition
initiale.

De plus, on suppose que :
ay) La paire de matrices (A11 + Ag11, A12 + Ag12) est com-
mandable.

as) f vérifie 'inégalité suivante :
1 (@t x)l| < Far(t, ), Ve > 0, (3)

ou Fy(t,x;) est une fonctionnelle continue supposée
connue a priori

as) A(t) est une matrice variable qui représente les incerti-
tudes du systeme et satisfaisant a la condition AT (¢)A(t) <
I vt.

On pose :

2

i=1
FEox1 (t) + Esxo (t)

=
=
—~
~
~—
~

I(z(t) =

ou K € ®r x (n —r) et Dy la fonctionnelle définie par :

Dy = (||Agiz — Aauil K| + |[KHJ|||Ev]]) sup  |lzi(t+6)|
—h<0<0

+[|Adzz — Aq2 K| sup  lwo(t + 0)]].
—h<6<0

On considere la surface de glissement suivante :

s(x) = x9 — Kay.

= (A11 + HA(t)Ep)z1(t) + (Agi1 + HA(t)Eq1)z1(t — 7(t))+

On peut montrer, en s’appuyant sur une fonctionnelle de
Lyapunov-Krasovskii, comme il est développé dans [10],
que la commande suivante stabilise asymptotiquement le
systéme (2) :

u(t) = =D~ [Q(x(t)) + (Far(t, xe) + Dar () +
s(z(t))
[s(z@)

si M > 0, et les autres matrices, provenant de I’expression
de la fonctionnelle de Lyapunov-Krasovskii choisie, véri-
fient une certaine LMI (inégalité matricielle linéaire) que
nous ne détaillerons pas ici.

HCHIIT (@) + M) S

B. Diminution de la réticence
B.1 Cas du retard constant

Dans cette section, nous étudions un systéme ot les per-
turbations vérifient cette fois la condition dite de recouvre-
ment (ou matching en anglais [11]) :

_1 (Aniwi(t) + Aaizi(t — 7))
_1 (Agizi(t) + Aggiwi(t — 7)) + Du(t) + f(t, 24)
() for t € [—h, 0]
(4)

Ty =
i”g =
On considere la surface de glissement suivante :

s(t) = wa(t)

avec K € R7*(n=7) On définit Q comme suit :

Z
_Z
— Kux(t) (5)

= Z [(Ag; + AL K)xi (1) + (Agoi + Agri ) zi(t — 7))

de telle sorte que
5(t)

De plus, on suppose que :

A1) La paire de matrice (A11 + Ag11, A12 + Ag12) est com-
mandable.

= Q(z1) + Du(t) + f(t, 1)

A2) f vérifie I'inégalité suivante :

ou VU est une fonction continue supposée connue a priori.

A3) Vorigine du sous-systeme :

d.’l?l

o = (A11 + A Kz + (Agin + A2 Kz (7)

est asymptotiquement stable.

Avant d’exposer notre résultat principal, nous devons
d’abord présenter un lemme qui s’appuie sur les travaux
de [12] et [13]. Considérons, pour ce faire, & nouveau le sys-
teme (1). On suppose que F' est choisie de telle sorte que,
quelque soit ¢ € C, le probléme (1) admette une solution
unique x(t) qui satisfasse la condition de Lipschitz

||X(t2) — X(tl)H 4 |t2 — t1| s Vtg,tl > to. (8)

Nous obtenons alors le résultat suivant :



Lemma 1: Pour le systéme (1), supposons qu'’il existe
une fonctionnelle définie positive, continue, V : ' x C,, —
R, deux fonctions wq, wo de classe I, et w3 une fonction
définie positive, telles que pour tout ¢ € C,, :

wi(lleO)) < V(¢ ¢) < walllell.), (9)

et

Vit ) < —ws(lle(0)]]) si V6 € [~h,0], [le(0)[| = p > 0.
(10)
De plus, supposons que

wi Hwa (4 h)) + he < a. (11)

Alors, pour toute fonction initiale x;, satisfaisant

el < w3 (wila — he)) - ht, (12)

il existe T' > 0 tel que la solution (1) satisfasse la condition
suivante :

X < w7 ws(u+hO), W=t + T, (13)
Proof: Soit L, I'ensemble de toutes les fonctions lip-
schitzienne dans C,, de constante ¢ :

{o € Ca:lle(02) — (01)] < £]02 — 64,
Vﬁl,eg S [O,h]},

Lo =

et soit Ay e = {ay € Lo 1 V(E,24) < &}, pour € > 0.
Notons que

ﬁwz’l(S) c Am(&) C Ew;1(§)+he-

Prouvons par exemple la seconde inclusion : si ¢ € A;¢
alors ||(0)]| < wit(€) et, puisque ¢ € L, nous obtenons :

le (@) < p(0)]| +6¢ < wi(€) + ht.

Soit p = wy * (w1 (a—h)). Nous avons alors les inclusions
suivantes

Lu C Eu—&-hé C At,wz(u-i-hé) C At,wg(p) C L(x

et
[:p C At,wg(p)-

Les ensembles Ay ., (u1ne) €t Ay o, (p) sONt positivement in-
variants. De plus, supposons que x; est a la frontiere de
At os(utney (OU Ay () alors ||z¢f|, > p 4+ he et donc,
puisque z; € Ly, ||z¢(0)]] > p quelque soit § € [—h,0] :
nous avons donc V (¢, 2;) < 0.

Pour une fonction initiale z;, € C,_p;, d’apres la pro-
priété (8), z; est dans C, pour t € [ty, to+ hl, et x; appar-
tient a L, pour t > tg + h. Donc, xyy4n € L.

Supposons que Tyqn € Apwy(p) \ Atws(uthne), alors
V(t,z:) < —k < 0, avec k = max,<s<qws3(s). Cette in-
égalité implique que

Vit,zy) < V(to + h, -fto—&-h) — k(t — 19 — h)
< wap) —k(t—to—h)
Finalement, il existe un temps fini 7', indépendant de ¢,

telle que, pour ¢t > to+ T, V(t,2¢) < u+ he, et dans ce cas
I'inégalité (13) est vérifiée. |

Le théoréme suivant montre qu’en remplagant la fonction
signe par la fonction sigmoide, on peut obtenir un systeme
pratiquement stable.

Theorem 2: Sous les hypotheses citées plus haut (Al-
A3) et dans le cas d’un retard constant 7 = h, l'origine du
systéme (4) est localement pratiquement stable sous la loi
de commande suivante :

u(t) = =D [Qxy) + mio(s) + mas] (14)

avec mp = %, my > |9 et my > 0, M =
maz(||Aszl, | Aar2]l) et Vyp = sup,,co, [Vi(zw)] ou VY
est définie plus bas (expression (15)).

Proof: D’apres 'hypothese A3, il existe une fonction
de Lyapunov-Krasovskii V,.(¢,¢) : R x C,, — R telle qu’il
existe wi, wy et wy des fonctions définies positives sur [0, o,
vérifiant pour tout ¢ € C,, et pour tout ¢ :

wileO)) < Valt,p) < wallel)
Vil (o) < —ws(|e(0)])

ou VT|(7) est la dérivée de V,. le long des trajectoires de
(7). Suivant les travaux de Kharitonov et en reprenant
les mémes notations (cf. [14]), on peut montrer que cette
fonctionnelle, dans le cas d’un systéme linéaire a retard
constant, peut étre choisie de la forme suivante :

Vi(zi) = Vi(xe) + Va(z14)

avec
z 0
Vi(z1t) = 1 (@)U (0)z1 (¢) 4 227 (2) U(=h —6)Bz1(t + 6)dd
z 0 z 0 -
Va(z1e) = o 2T (t 4 01)BTUL (01 — 02) Bz (t + 02)d61dH2

0
+ 2T (t + 0)[(h + 0)Wa + Wiz (t + 0)do.
h

ou Wy, Wy, W3 sont des matrices définies positives et
U(r) = [ KT()WK(t + 7)dt, ot K représente la ma-
trice fondamentale du systeéme (4) comme il est défini dans
[14] et W une matrice définie positive.

Il s’agit alors de faire apparaitre VT|(7), en remarquant
que seule la dérivée de Vi(x1(t)) donne des termes en 7.
Pour ce faire, on isole tous les termes en &; dans un terme
que nous noterons Vl' 1 avec

0 T

U(—h —0)Bzy1(t + 9)d0)
(15)

Le reste sera noté Vy l(a) (=Vy (7)), ceci, pour ne pas alour-

dir Iécriture des équations. Considérons, alors, la fonction
de Lyapunov-Krasovskii suivante :

Vv = 22T()U(0) + <2 /

—h

1 0
V(O = 5ls@@+ M [ s +6)1d8 + Vi),
—h
La dérivée de V' le long des trajectoires de (4) s’écrit :

V()| = 5" (Qxe) + Du(t) + f(t,21)) + V,dn

+M V3 (1s(t)] — st — b)) + Valry.  (16)
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Fig. 1. Stabilisation par une commande « sigmoide » sous perturba-
tion
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Fig. 2. Commande « sigmoide »

Si on pose

2
9(zs) = g(w14,w20) = Z (Avniz; + Aqiizai) = @1,
i=1

alors d’apres (3), I’équation (16) devient :

V(t) = sT(t) [-mioc(s) — mas + f(t,ze)] +
Vi (g(z 14, 220) — g(210, Kayy)) +

Vig(wie, Kaw) + Vol ) + MV(ls| — [sal). (17)

Par simple calcul, on peut vérifier que

9(ze) — g(z14, Kary) = Ara(zo — K1) + A2 (a2 — Kaar)
= A125 + Ada1254

Vr\(?) =V, |7y + Vig(x1e, K21g).
D’aprés I'hypothése sur M et en notant que |s| =
sTsign(s), (17) est majorée par
V(1) < $T(8) [-m10c(s) — mas + sign(s)¥] +
M|V, || (sTsign(s) + sgszgn(sd))
+Vel(ry) + M Vi (sT sign(s) — s& sign(sq)).
Par hypothese, le sous-systéme (7) étant asymptotiquement
stable, le terme V|7 est négatif. Il suffit alors de vérifier,

grace aux propriétés de la fonction sigmoide (définition 1),
et les conditions sur m1, que le terme

sT(t) [=myoc(s) + sign(s)W)] + 2M Vy;sT sign(s)

est négatif pour |s| > e. Ce qui conclut la preuve, par ap-
plication du lemme 1. |
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Fig. 3. Stabilisation par une commande classique sous perturbation
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Fig. 4. Commande classique

B.2 Cas du retard variable

On suppose dans cette partie que les hypotheses les hy-
potheses supplémentaires suivantes :

A4) Le retard 7(t) est borné par h et |[7| < § < 1

A5) % = (All + Adll + (A12 + Adlg)K)l'l est asympto—
tiquement stable.

Corollary 3: Sous les hypotheéses (A1-A5), lorigine du
systéme (4) est localement pratiquement stable pour un
retard variable |7(t)| < h sous la loi de commande suivante :

u(t) = =D [Qxy) + mio(s) + mas]

les constantes étant définies comme dans le cas du théo-
reme 2.

Proof: La preuve est identique a celle du théoreme 2,
a cela pres que pour le sous-systéme (7), nous choisissons
cette fois la fonctionnelle développée dans [1]

1 t gt
Vi(z1¢) = 2T Py + 7/ 7 (0)Qx1(0)dbds,
t—7 Js

avec () et P deux matrices définies positives. Le seul terme
susceptible de faire apparaitre des termes en &, est le pre-
mier terme de la fonctionnelle x{Pml. Donc d’apres les no-
tations du théoreéme 2, on a V{ = 227 P et la fonctionnelle
choisie s’écrit :

1 0
V) = s +M Vi [ st 0)ld0 +Vi(an).

Nous montrons de méme que cette fonctionnelle est néga-
tive pour |s| > €, concluant ainsi la preuve par application
du lemme 1. |



ITII. SIMULATIONS
Soit le systéme perturbé sous forme réguliere suivante :

8 0.5 1 0
Ean= 0 5 omt | om
2 -1 1 1
= S D1 wet o v o
= 1 1 x1+x22+ —-0.2 0.1 x4 + Du(t) +p
On considere la surface de glissement suivante :
s(t) = xa(t) — Kz1(t)

avec K € R1*2. La commande est la suivante :

u(t) = =D [Qxs) + mo(s)] (19)

Les simulations ont été faites avec ¢ = 0.3, K = [1.6, —1],
m =10, o, = tanh(%) et 7 = 0.2. La perturbation p est
un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance
0.094.

Les conditions initiales sur les différentes variables sont des
fonctions constantes (z19 = 2, x20 = 1 et 239 = 0).

Les figures 1 et 2 représentent respectivement 1’état du sys-
teme (18) sous la commande (19) tandis que sur les figures
3 et 4, on visualise ’état du méme systéme mais avec une
commande classique cette fois.

Nous observons bien, sur la figure 1 que le systéme (18)
est pratiquement stable (|a;| < 0.2) en présence de pertur-
bations, tandis que la réticence n’apparait quasiment plus
(Fig. 2) comparée & la commande par modes glissants clas-
sique (Fig. 4).

IV. CONCLUSION

Dans cet article, nous étudions une possibilité de réduc-

tion du probleme de réticence rencontré par I'utilisation des
commandes par modes glissants d’ordre un. S’il est connu
que l'utilisation de fonctions approchant la fonction signe
permet de réduire la réticence dans le cas de systemes sans
retard, cet article étend ce résultat au cas des systemes li-
néaires a retard inconnu et variable (le retard restant borné
par une valeur supérieure).
En effet, nous proposons dans cet article un nouvel algo-
rithme permettant de réduire la réticence en remplacant
la fonction signe par une fonction sigmoide. En utilisant
cette commande, on garantit I’obtention d’un systeme dit
pratiquement stable pour des perturbations qui vérifient la
condition de recouvrement. Ce résultat peut étre étendu
a des systémes non-linéaires a retard, et/ou des systémes
avec des perturbations plus générales, du type (2).
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